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Resumo
SejamM uma G-variedade homogênea e S um subgrupo de Lie de Glpn,Rq, n “ dimM . O
grupo de Lie G age à esquerda no espaço total do Glpn,Rq-fibrado principal FrpRn|TMq Ñ
M dos referenciais de M . Se uma S-estrutura Qx0 Ă FrpRn; Tx0 Mq no espaço tangente
Tx0 M de um ponto fixo x0 PM for invariante pela representação de isotropia no ponto
x0 então é possível Qx0 à uma S-estrutura Q “
ď
xPM
Qx Ă FrpRn|TMq em M que admite
uma conexão sem torção. Tal S-estrutura Q é G-invariante por construção. Aplicamos
tal construção para o caso em que S é o grupo Spp1q ¨ Glpd,Hq, onde d “ n{4. Mais
especificamente, obtemos estruturas quaterniônicas Q para cada membro de uma família
de casos nos quaisM é um quociente do grupo de Lie SUp2kq, k ą 1. Nestes casos, as açôes
de SUp2kq fornecem descrições dos espaços de Twistor Z ÑM associados às estruturas
quaterniônicas Q Ñ M . Além disso, prova-se que tais Q não se reduzem à estruturas
hipercomplexas.
Palavras-chave: Estrutura Quaterniônicas. Espaços de Twistor. Espaços Homogêneos.
Abstract
Let M be Homogeneous G-space and S Lie subgroup of Glpn,Rq, n “ dimM . The Lie
group G acts on the lef on the total space of the principal of the bundle of frames
FrpRn|TMq Ñ M . If a S-structure Qx0 on the tangent space Tx0 M on a fixed x0 P M
is invariant by the isotropy representation on x0 then it is possible to extend Qx0 to a
S-structure Q
ď
xPM
Qx Ă FrpRn|TMq on M endowed with a torsion-free connection. Such
S-structure Q will be G-invariant by construction. We applied such construction to some
cases where S is the group Spp1q ¨Glpd,Hq, where d “ n{4. More specifically, we obtained
a quaternionic structures Q for each member in a family cases where M is a quotient of the
Lie group SUp2kq, k ą 1. In these cases, the actions of SUp2kq onM provide descriptions of
the twistor spaces Z ÑM associaded to the quaternionic structures QÑM . Moreover, we
proved that such quaternionic structures can not be reduced to hypercomplex structures.
Keywords: QUaternionic Strutures. Twistor Spaces. Homogeneous Spaces.
Lista de símbolos
H Álgebra dos quatérnions
FrpE0, F0q GlpE0q-espaço principal dos isomorfismos lineares E0 Ñ F0
FrpE0|Eq Espaço total do fibrado dos referênciais FrpE0|Eq Ñ M do fibrado
vetorial E Ñ M . É dado pela união dos GlpE0q-espaços principais
FrpE0, Exq, onde Ex é a fibra de E ÑM sobre x PM
LiepGq A álgebra de Lie do grupo de Lie G
Eij A matriz cujas entradas são todas nulas exceto pela entrada na inter-
secção da linha i com a coluna j onde a entrada é igual a 1
A˚ A conjungação hermitiana da matriz A (i.e. BT )
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Introdução
Sejam f : Cd Ñ Cd uma mapa e ur e vr : Cd Ñ C, r “ 1, . . . , d, as funções
tais que
fpzq “ pu1pzq ` iv1pzq, . . . , udpzq ` ivdpzqq, z P Cn.
Dizemos que f é analítica complexa (ou simplesmente holomorfa) se as funções coordenadas
ur e vr satisfazem as equações de Cauchy Riemann:
Bur
Bxs “
Bvr
Bys e
Bur
Bys “ ´
Bvr
Bxs , r, s “ 1, . . . , d, (1)
onde consiremos a decomposição zs “ xs ` iys das funções coordenadas de Cd. Equiva-
lentemente, podemos considerar o automorfismo de fibrados vetoriais I0 : TCd Ñ TCd,
definido por
I0
B
Bxr “
B
Byr e I0
B
Byr “ ´
B
Bxr , r “ 1, . . . , d, (2)
e reescrever as equações de Cauchy-Riemann (1) como
pd fq ˝ I0 “ I0 ˝ pd fq, (3)
onde d f : TCd Ñ TCd é o differencial do mapa f .
Utilizando a caracterização (3) de mapa analitico complexo, podemos estabelecer
a seguinte definção: O par pM,Aq é uma variedade complexa (ou variedade holomorfa) se:
• M é uma variedade suave M de dimensão 2d;
• A “ tϕαuαPΛ é um atlas de M formado por cartas suaves ϕα : Uα Ñ ϕαpUαq, com
Uα sendo um subespaço aberto de M e ϕαpUαq um subespaço aberto de Cd;
• Para todo α e β P Λ tais que Uα X Uβ ‰ H, vale a igualdade`
dpϕα ˝ ϕ´1β q
˘ ˝ I0 “ I0 ˝ ` dpϕα ˝ ϕ´1β q˘; (4)
• A é um atlas maximal sob a condição (4).
Em uma variedade complexa pM,Aq podemos definir um morfismo de fibrados
vetoriais I : TM Ñ TM pela igualdades
I|U “ pdϕ´1q ˝ I0 ˝ pdϕq, (5)
onde ϕ : U Ñ ϕpUq é uma carta suave pertencente à A. Observemos que o automorfismo
I do fibrado tangente de M fica bem definida por (5) graças à condição (4).
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A construção do automorfismo I do fibrado tangente TM de uma variedade
complexa pM,Aq nos leva à seguinte definição: Um par pM, Iq é chamado de variedade
quase complexa se:
• M é uma variedade suave M de dimensão 2d;
• I : TM Ñ TM é um automorfismo do fibrado tangente TM sobre M tal que
I2 “ ´1. Isto é, I é um mapa suave TM Ñ TM cuja restrição Ix ao espaço
tangente TxM , x PM , é uma transformação linear TxM Ñ TxM tal que I2x “ ´1
(onde 1: TxM Ñ TxM é o mapa identidade).
O mapa I : TM Ñ TM de uma varidede quase complexa pM, Iq é chamado de estrutura
quase complexa.
É fácil verificar que o mapa I0 : TCd Ñ TCd definido em (2) é uma uma
estrutura quase complexa na variedade quase complexa pCd, I0q. No caso em que pM,Aq é
uma variedade complexa, o mapa I : TM Ñ TM definido em (5) é uma estrutra quase
complexa. Tal estrutura quase complexa é referida como a estrutura complexa de pM,Aq.
Reciprocamente, Se pM, Iq é uma variedade quase complexa tal que a variedade suave M
adimite um atlas de cartas suaves A tal que pM,Aq é uma variedade complexa e I e A
se relacionam pela igualdade (4) então dizemos que I é uma estrutura quase complexa
integrável. Em conclusão, temos uma bijeção entre variedades complexas e variedades
quase complexas cujas estruturas quase complexas são integráveis.
Um estudo análogo pode ser feito trocando-se o corpo dos números complexos
C pela álgebra real dos números quaterniônicos H. A principal diferença que veremos entre
estes dois casos se deve ao fato de que C pode ser gerado (como álgebra real) pelo um
elemento i P C tal que i2 “ ´1 enquanto a álgebra dos quatérnios pode ser entendida
como uma extensão de R determinada por elementos i e j P H tais que i2 “ j2 “ ´1 e
ij “ ´ji.
Consideremos as funções coordenadas xr, yr, zr, wr : Hd Ñ R dadas por
pxl ` iyl ` jzl ` kwlql“1,...,d P Hd Ñ xr P R,
pxl ` iyl ` jzl ` kwlql“1,...,d P Hd Ñ yr P R,
pxl ` iyl ` jzl ` kwlql“1,...,d P Hd Ñ zr P R
e
pxl ` iyl ` jzl ` kwlql“1,...,d P Hd Ñ wr P R,
respectivamente (aqui tomamos k :“ ij). Assim, podemos considerar os campos vetoriais
B
Bxr ,
B
Byr ,
B
Bzr e
B
Bwr , r “ 1, . . . , d.
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E definimos autormorfismos do fibrado tangente I0 e J0 : THd Ñ THd pelas igualdades
I0
B
Bxr “
B
Byr , I0
B
Byr “ ´
B
Bxr , I0
B
Bzr “ ´
B
Bwr , I0
B
Bwr “
B
Bzr ,
J0
B
Bxr “
B
Bzr , J0
B
Byr “
B
Bwr , J0
B
Bzr “ ´
B
Bxr e J0
B
Bwr “ ´
B
Byr ,
para r “ 1, . . . , d. Com isso, diremos que um mapa f : Hd Ñ Hd é analítico hipercomplexo
se
pd fq ˝ I0 “ I0 ˝ pd fq e pd fq ˝ J0 “ J0 ˝ pd fq. (6)
Podemos definir um par pM,Aq como uma variedade hipercomplexa de modo
análogo ao caso complexo: exigimos que as funções de transição ϕα ˝ ϕ´1β sejam1 analíti-
cas hipercomplexas. Assim, se pM,Aq é uma variedade hipercomplexa podemos definir
aotomorfismos I e J : TM Ñ TM pelas equações
I|U “ pdϕ´1q ˝ I0 ˝ pdϕq e J |U “ pdϕ´1q ˝ J0 ˝ pdϕq (7)
onde ϕ : U Ñ ϕpUq é uma carta suave pertencente à A.
Uma tripla pM, I, Jq, composta por uma variedade suave M e duas estruturas
hipercomplexas I e J : TM Ñ TM tais que IJ “ ´JI, é chamada de uma variedade
quase hipercomplexa. Além disso, o par pI, Jq é chamado de estrutura quase hipercomplexa
de pM, I, Jq. É fácil ver que pHd, I0, J0q é uma variedade quase hipercomplexa. Além disso,
toda variedade hipercomplexa pM,Aq está associada à uma variedade hipercomplexa
pM, I, Jq pela definição (7).
Como no caso das variedades complexas, as possíveis geometrias em uma
variedade que admite uma estrutura hipercomplexa está ligado às G-estruturas integráveis
que esta variedade admite. No caso complexo, a existência de uma estrutura quase complexa
é equivalente à de uma Glpd,Cq-estrutura na variedade. Já no caso hipercomplexo, temos
uma associação entre Glpd,Hq-estruturas e estruturas quase-hipercomplexas.
A classificação dos grupos de holonomia, assim como outros invariantes geomé-
tricos importantes, indicam a relevância do estudo de Glpd,Hq ¨ Spp1q-estruturas. Uma
variedade munida de uma Glpd,Hq ¨Spp1q-estrutura2 é chamada de variedade quase quater-
niônica. Como o próprio fato de Glpn,Hdq ser um subgrupo de Glpd,Hq ¨Spp1q já indica, as
variedades quase quaterniônicas formam uma classe que contém as variedades hipercomple-
xas. Em certo sentido, as variedades quase quaterniônicas são “localmente” hipercomplexas.
O prinicpal resultado desta tese é a construção de um exemplo de uma família de exemplos
de variedades homogêneas que além de admitirem estruturas quase quaterniônicas também
1 Apesar de as funções de transição ϕα ˝ϕ´1β : ϕβpUαXUβq Ñ ϕαpUαXUβq estarem definidas e tomarem
valores em abertos de Hd, as igualdades (6) continuam fazendo sentido.
2 Definições precisas dos grupos Glpd,Hq ¨ Spp1q e Glpd,Hq ¨ Spp1q serão fornecidas na Seção 1.2.
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admitem satisfazem uma condição de integrabilidade que as classifica como variedades
quaterniônicas.
Os trabalhos de Salamon (SALAMON, 1986) e Joyce (JOYCE, 1992) são
referências no assunto.
No Capítulo 1, discutiremos as propriedades da álgebra dos quatérnios ligadas
às estruturas hipercomplexas e quaterniônicas. Introduziremos os números quaterniônicos,
os grupos Glpd,Hq ¨ Spp1q e Glpd,Hq ¨ Spp1q e fixaremos os conceitos de variedades quase
hipercomplexas e quase quaterniônicas através de reduções do fibrado prinicipal dos
referenciais destas variedades.
O Capítulo 2 apresentará uma construção na qual obteremos uma G-estrutura
em uma variedade homogênea à partir de um G-subespaço principal de uma fibra do
fibrado dos referenciais desta variedade. Ao final do capítulo, faremos algumas considerações
específicas para o caso G “ Glpd,Hq ¨ Spp1q.
A construção do Capítulo 2 será aplicada à uma família de variedades homogê-
neas no Capítulo 3.
Por fim, mostraremos no Capítulo 4, mostraremos que as estruturas quaterniô-
nicas obtidas no Capítulo 3 não admitem reduções à estruturas hipercomplexas.
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1 Espaços e Fibrados Principais Relacionados
à Álgebra dos Quatérnios H
Neste capítulo estabeleceremos as noções básicas de variedades quase-hipercomplexa
e quase-quaterniônica.
Para as definições básicas de espaços principais, fibrados principais, fibrado de
referenciais, etc, vide os textos básicos sobre estes assuntos como (PICCIONE; TAUSK,
2006).
1.1 Estruturas Hipercomplexas e Quaterniônicas em Espaços Veto-
riais
Definição 1.1.1 (Álgebra Normada). Seja A uma álgebra unitária1 de dimensão finita
sobre um corpo K. Se A admite uma forma quadrática não-degenerada N : A Ñ K
satisfazendo a igualdade
Npabq “ NpaqNpbq, a e b P A.
dizemos que pA, Nq (ou simplesmente A) é uma álgebra normada.
Exemplo 1.1.1. Se K é um corpo e N : KÑ K é a forma quadrática dada por Npxq “ x2
então pK, Nq é uma álgebra normada sobre K.
Se A é uma álgebra real e x1, . . . , xn P A denotaremos por xx1, . . . , xny a
subálgebra minimal2 de A que contém x1, . . . , xn.
Consideremos a álgebra real normada (R,NR) definida como no Exemplo 1.1.1.
A multiplicação e a forma quadrática de R podem ser usadas para fornecer ao produto
cartesiano C :“ Rˆ R uma estrutura de álgebra real normada. De fato, podemos definir
uma multiplicação em C através da fórmula
pa, bq ¨ pa1, b1q “ paa1 ´ b1b, b1a` ba1q, a, b, a1, b1 P R.
É fácil verificar que 1 “ p1, 0q é o elemento identidade de C e que i “ p0, 1q é tal que
i2 “ ´1. Como de costume, denotaremos um elemento pa, bq de C simplesmente por a` bi.
E, assim, podemos definir uma forma quadrática NC : Cˆ CÑ R pelas igualdades
NCpa` biq “ NRpaq `NRpbq “ a2 ` b2, a, b P R.
1 Uma álgebra unitária é uma álgebra que contém um elemento neutro 1 da sua multiplicação.
2 O termo minimal significa que se S é uma subálgebra de A contendo x1, . . . , xn então S Ą xx1, . . . , xny.
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Verifica-se que pC, NCq é uma álgebra normada.
Repetindo o mesmo processo no produto cartesiano H :“ C ˆ C, definimos3
uma multiplicação em H pela igualdade
pz, wq ¨ pz1, w1q “ pzz1 ´ w1w,w1z ` wz1q, z, z1, w, w1 P C. (1.1)
e uma forma quadrática
NHpz, wq “ NCpzq `NCpwq “ a2 ` b2 ` c2 ` d2, z “ a` bi, w “ c` di P C.
Com estas definições o par pH, NHq é uma álgebra real normada. Os elementos de H são
chamados de números quaterniônicos ou, simplesmente, quatérnios. Nos referiremos à
álgebra H como a álgebra dos quatérnios.
Os números quaterniônicos q tais que NHpqq “ 1 serão chamados de quatérnios
unitários.
Observação 1.1.1. (I) As álgebras normadas pR, NRq, pC, NCq e pH, NHq são álgebras
de divisão. Ou seja, todo elemento destas álgebras admite um inverso multiplicativo.
(II) As construções aplicadas acima para construção das álgebras reais normadas pC, NCq
e pH, NHq à partir de pR, NRq são conhecidas como processo de Cayley-Dickson.
Com este processo é possível obter todas as álgebras normadas de divisão: R (de
dimensão 1), C (de dimensão 2), H (de dimensão 4) e O :“ H ˆ H (de dimensão
8). Mais detalhes sobre esta classificação podem ser encontrados no Capítulo 1 de
(SPRINGER; VELDKAMP, 2013) ou no Capítulo 2 de (SILVA, 2012).
Definição 1.1.2 (Par Hipercomplexo / Estrutura Hipercomplexa). Seja L uma álgebra
real unitária associativa. Um par ordenado pI, Jq P L2 é chamado de hipercomplexo se
I2 “ J2 “ ´1 e IJ “ ´JI. No caso em que L é a álgebra EndpV q das transformações R-
lineares V Ñ V , um par hipercomplexo pI, Jq em L é chamado de estrutura hipercomplexa
no espaço vetorial real V .
Exemplo 1.1.2 (Par Hipercomplexo Canônico). Segue da definição da multiplicação em
H “ R4 (veja (1.1)) que os elementos i “ p0, 1, 0, 0q and j “ p0, 0, 1, 0q P H formam um
par hipercomplexo pi, jq em H. Chamaremos este par de par hipercomplexo canônico.
Exemplo 1.1.3 (Estrutura Hipercomplexa Canônica). Seja pi, jq o par hipercomplexo
canônico na álgebra dos quatérnios H e d um número inteiro positivo. Podemos definir
3 Aqui, como de costume, a` bi “ a´ bi para todo a e b P R
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transformações R-lineares I0 e J0 : Hd Ñ Hd como sendo as multiplicações à direita por i
e j, respectivamente. Ou seja,
I0pα1, . . . , αdq “ pα1 ¨ i, α2 ¨ i, . . . , αd ¨ iq e J0pα1, . . . , αdq “ pα1 ¨ j, α2 ¨ j, . . . , αd ¨ jq,
para todo pα1, . . . , αdq P Hd. É imediato que pI0, J0q é uma estrutura hipercomplexa em
Hd. Tal estrutura hipercomplexa será chamada de estrutura hipercomplexa canônica em
Hd.
A álgebra dos quatérnios não é comutativa. Mas, é associativa4.
Seja L uma álgebra associativa real com unidade 1 P L e uma estrutura
hipercomplexa pI, Jq. A subálgebra xI, Jy é isomorfa à H. De fato, denotemos por K o
produto IJ . Usando as igualdades I2 “ J2 “ ´1 e JI “ ´K e a associatividade de L
obtem-se a seguinte tabela de multiplicação para a tripla pI, J,Kq em L:
I J K
I ´1 K ´J
J ´K ´1 I
K J ´K ´1
(1.2)
Desta tabela é possível concluir que xI, Jy é o subspaço vetorial de L gerado pelo conjunto
t1, I, J,Ku. Suponhamos que a, b, c e d P R sejam tais que
a1` bI ` cJ ` dK “ 0.
Neste caso, devemos ter que
0 “ pa1` bI ` cJ ` dKqpa1´ bI ´ cJ ´ dKq “ pa2 ` b2 ` c2 ` d2q1
e, consequentemente, a “ b “ c “ d “ 0. Com isso, concluimos que t1, I, J,Ku é uma base
de xI, Jy. Assim, o mapa
a1` bI ` cJ ` dK P xI, Jy Ñ a` bi` cj ` dk P H
é um isomorfismo de álgebra reais, onde pi, jq denota o par hipercomplexo canônico e
k :“ ij.
Em resumo, acabamos de provar a seguinte proposição:
Proposição 1.1.1. Se pI, Jq é um par hipercomplexo em uma álgebra unitária associativa
L então a subálgebra xI, Jy de L satisfaz as relações
xI, Jy “ tx1` yI ` zJ ` wIJ P L : x, y, z, w P Ru » H
4 Não incluimos associatividade na nossa definição de álgebra.
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Lema 1.1.1. Sejam pI, Jq uma estrutura hipercomplexa em uma álgebra unitária e asso-
ciativa L e A P xI, Jy dado por
A “ a1` bI ` cJ ` dIJ,
para certos a, b, c e d P R. Então A2 “ ´1 se e somente se a “ 0 e b2 ` c2 ` d2 “ 1.
Demonstração. Pela tabela de multiplicação (1.2), podemos concluir que
A2 “ pa2 ´ b2 ´ c2 ´ d2q ` abI ` acJ ` adIJ.
Logo, A2 “ ´1 é equivalente à
a2 ´ b2 ´ c2 ´ d2 “ ´1 e ab “ ac “ ad “ 0.
Portanto, o lema segue.
Definição 1.1.3 (Estrutura Quaterniônica). Suponhamos que L seja uma álgebra unitária
associativa. Se pI, Jq é um par hipercomplexo em L então dizemos que
ZpI, Jq :“ txI ` yJ ` zIJ : x, y, z P R e x2 ` y2 ` z2 “ 1u
é a estrutura quaterniônica de pI, Jq em L. Em geral, se Z Ă L é da forma ZpI, Jq para
algum par hipercomplexo pI, Jq então dizemos que Z é uma estrutura quaterniônica em L.
Dizemos que Z é uma estrura quaterniônica no espaço vetorial V se Z é uma estrutura
quaterniônica na álgebra EndpV q de todas a transformações lineares V Ñ V .
Exemplo 1.1.4 (Estrutura Quaterniônica Canônica). Seja pI0, J0q a estrutura hiper-
complexa canônica em Hd. Chamamamos a estrutura quaterniônica Z0 :“ ZpI0, J0q de
estrutura quaterniônica canônica em Hd.
O seguinte corolário da Proposição 1.1.1 indica que as estruturas quaterni-
ônicas em uma álgebra unitária associativa são “classes de equivalência” de estruturas
hipercomplexas nesta mesma álgebra:
Corolário 1.1.1. Sejam Z uma estrutura quaterniôinica e pI, Jq uma estrutura hipercom-
plexa em uma álgebra unitária associativa L. Se I e J P Z então Z “ ZpI, Jq.
Demonstração. Suponhamos que pI0, J0q e pI1, J1q sejam estruturas hipercomplexas em
uma álgebra unitária associativa L tais que I1 e J1 P ZpI0, J0q. Mostraremos que ZpI0, J0q “
ZpI1, J1q.
Pela descrição de xI0, J0y na Proposição 1.1.1 e pelo Lema 1.1.1, temos que
ZpI0, J0q é o subconjunto de xI0, J0y dos elementos cujo quadrado é igual à ´1.
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Supondo que I1 e J1 P ZpI0, J0q formem uma estrutura hipercomplexa pI1, J1q
teremos que ZpI1, J1q Ă xI0, J0y. Como o quadrado de todos os elementos de ZpI1, J1q são
iguais a ´1 então ZpI1, J1q Ă ZpI0, J0q.
Por outro lado, I1 e J1 P xI0, J0y implica que xI0, J0y “ xI1, J1y já que
dimxI0, J0y “ dimxI1, J1y “ 4. Com isso, conclui-se que ZpI0, J0q é um subconjunto
de xI1, J1y cujos quadrados de seus elementos são iguais a ´1. Ou seja, ZpI0, J0q está
contido em ZpI1, J1q.
Lema 1.1.2. Sejam pIi, Jiq, i “ 0, 1, estruturas hipercomplexas em uma álgebra associativa
unitária L. Se I1 e J1 pertencem à estrutura quaterniônica ZpI0, J0q então existe
θ P ta1` bI0 ` cJ0 ` dI1J0 : a, b, c, d P R, a2 ` b2 ` c2 ` d2 “ 1u
tal que
pθI0θ´1, θJ0θ´1q “ pI1, J1q.
Demonstração. Pela Proposição 1.1.1, podemos considerar, sem perda de generalidade,
somente o caso em que pi0, j0q e pi1, j1q são pares hipercomplexos na álgebra H tais que i1
e j1 P Zpi0, j0q.
Denotemos por k0 e k1 os produtos i0j0 e i1j1, respectivemente.
Lembremos que, como na demonstração da Proposição 1.1.1, o conjunto
t1, i0, j0, k0u é uma base de H.
Passo 1 - Um par p˜i, j˜q de elementos de H é hipercomplexo se e somente se
i˜ “ a1i0 ` a2j0 ` a3k0 e j˜ “ b1i0 ` b2j0 ` b3k0, (1.3)
para certos al e bl P R satizfazendoÿ
l“1,2,3
a2l “
ÿ
l“1,2,3
b2l “ 1 (1.4)
e ÿ
l“1,2,3
albl “ 0. (1.5)
Pelo Lema 1.1.1, temos que i˜2 “ j˜2 “ ´1 se e somente se i˜ e j˜ forem da forma
(1.3) com a igualdade (1.4) sendo verdadeira.
Se i˜ e j˜ forem da forma (1.3) então
i˜j˜ “ ´
ÿ
l“1,2,3
albl ` pa2b3 ´ a3b2qi0 ` pa3b1 ´ a1b3qj0 ` pa1b2 ´ a2b1qk0
e
j˜ i˜ “ ´
ÿ
l“1,2,3
albl ` pa3b2 ´ a2b3qi0 ` pa1b3 ´ a3b1qj0 ` pa2b1 ´ a1b2qk0.
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Com isso, concluimos que i˜2 “ j˜2 “ ´1 e i˜j˜ “ ´j˜ i˜ se somente se i˜ e j˜ forem
da forma (1.3) e as igualdade (1.4) e (1.5) forem verdadeiras.
Passo 2 - Uma transformação R-linear φ : HÑ H é um automorfismo da álgebra H se e
somente se φp1q “ 1, `φpi0q, φpj0q˘ é um par hipercomplexo e φpk0q “ φpi0qφpj0q.
Seja φ : HÑ H um transformação linear.
Se φ é um automorfismo, as condições sobre φpi0q, φpj0q e φpk0q seguem trivi-
almente do fato de pi0, j0q ser um par hipercomplexo.
Por outro lado, se φp1q “ 1, `φpi0q, φpj0q˘ é um par hipercomplexo e φpk0q “
φpi0qφpj0q então a tabela de multiplicação entre os elementos φp1q, φpi0q, φpj0q and φpk0q
é análoga à tabela de multiplicação entre os elementos 1, i0, j0 and k0 (veja a construção
da Tabela 1.2). Logo, φ é um automorfismo de H
Passo 3 - O grupo AutpHq de todos os automorfismos de HL é um grupo de Lie compacto
e conexo de dimensão 3.
Pelos passos 1, 2 e 3, podemos concluir que AutpHq é o grupo de todas as
transformações R-lineares HÑ H cuja representação matricial na bases p1, i0, j0, k0q é da
forma ¨˚
˚˝˚˚ 1 0 0 00 a1 b1 a2b3 ´ a3b2
0 a2 b2 a3b1 ´ a1b3
0 a3 b3 a1b2 ´ a2b1
‹˛‹‹‹‚P GlpHq,
com
ÿ
l“1,2,3
a2l “
ÿ
l“1,2,3
b2l “ 1 e
ÿ
l“1,2,3
albl “ 0. Portanto, AutpHLq é um subgrupo de Lie de
GlpHq isomorfo ao grupo SOp3q.
Passo 4 - Dado θ P H, denotamos por Cθ : H Ñ H o automorfismo de H dado pela
igualdade
Cθpαq “ θαθ´1, α P H.
Todo automorfismo de H é da forma Cθ para algum θ no conjunto
Spi0, j0q :“ ta` bi0 ` cj0 ` dk0 P H : a, b, c, d P R e a2 ` b2 ` c2 ` d2 “ 1u.
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Suponha que θ “ a` bi0 ` cj0 ` dk0 P Spi0, j0q, com a, b, c and d P R, seja tal
que θx “ xθ para todo x P H. Então
´b1` ai0 ` dj0 ´ ck0 “ θi0 “ i0θ “ ´b1` ai0 ´ dj0 ` ck0
e, consequentemente, c “ d “ 0. Analogamente, a igualdade θj0 “ j0θ implica que b “ 0.
Logo, θ “ a1 com a2 “ 1. Assim, θ “ 1 or ´1.
Seja C : SpI1, J1q Ñ AutpHq o homomorfismo de grupos de Lie que envia
θ P Spi0, j0q para Cθ P AutpHq. Pelo comentário acima, o núcleo de C é o subgrupo
discreto t1,´1u. Então, C é um homomorfismo entre grupos de Lie compactos de mesma
dimensão e com núcleo discreto. Portanto, C é sobrejetivo.
Conclusão:
Pelo Passo 2, existe um automorfismo φ : HÑ H tal que φpi0q “ i1 e φpj0q “ j1.
E, pelo Passo 4, existe um θ P Spi0, j0q tal que φ “ Cθ. Logo,
i1 “ φpi0q “ θi0θ´1 e j1 “ φpj0q “ θj0θ´1.
1.1.1 Estruturas Hipercomplexas e Representações de SUp2q
Nesta subseção pI0, J0q denotará a estrutura hipercomplexa canônica em Hd e
SUp2q o grupo de Lie formado pelas matrizes 2ˆ 2 de entradas complexas da forma˜
a` bi c` di
´c` di a´ bi
¸
, a, b, c, d P R, com a2 ` b2 ` c2 ` d2 “ 1.
Suponhamos que V seja um espaço vetorial real de dimensão finita e pI, Jq uma
estrutura hipercomplexa em V . Podemos definir uma representaçao ρ : SUp2q Ñ GlpV q
pela fórmula
ρ
˜
a` bi c` di
´c` di a´ bi
¸
“ a1V ` bI ` cJ ` dK, (1.6)
onde a, b, c, d P R, com a2` b2` c2` d2 “ 1 e K :“ IJ . Verifica-se que esta representação
de SUp2q é fiel.
A existência da representação definida em (1.6) implica, como veremos a seguir,
que a dimensão real de V é um múltiplo de 4. Tal fato pode ser obtido da análise da bem
conhecida classificação das representações de dimensão finita do grupo SUp2q (veja por
exemplo (ITZKOWITZ; ROTHMAN; STRASSBERG, 1991)). Nossa abordagem será um
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pouco mais elementar. O único resultado sobre representações de SUp2q que admitiremos
de antemão é o seguinte:
Proposição 1.1.2. Suponhamos que G seja um grupo de Lie compacto e V uma represen-
tação real de dimensão finita de G. Neste caso, V admite uma decomposição como soma
direta de subrepresentações irredutíveis de G.
Uma demonstração da proposição acima pode ser encontrada na página 68
(Proposição (1.9)) da referência (BRÖCKER; DIECK, 2013).
O objetivo desta subseção é provar o seguinte resultado:
Proposição 1.1.3. Se V é um espaço vetorial real de dimensão finita e pI, Jq é uma
estrutura hipercomplexa em V então existe um isomofismo linear p : Hd Ñ V tal que
I ˝ p “ p ˝ I0 e J ˝ p “ p ˝ J0.
Demonstração. Suponhamos que a Proposição 1.1.3 seja verdadeira para o caso em que a
representação ρ : SUp2q Ñ GlpV q definida em (1.6) seja irredutível. No caso geral, podemos
tomar uma decomposição
V “ V1 ‘ V2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ Vk
tal que cada subespaço Vl seja uma subrepresentação irredutível de ρ (Proposição 1.1.2).
Como I e J pertencem à imagem de ρ, segue que cada subespaço Vl é invariante por I
e J . Assim, os pares ordenados pI|Vl , J |Vlq são estruturas hipercomplexas nos espaços Vl.
Logo, existem isomorfismos pl : Hdl Ñ Vl tais que
pI|Vlq ˝ pl “ pl ˝ pI0|Hdl q e pJ |Vlq ˝ pl “ pl ˝ pJ0|Hdl q
E, portanto, a conclusão da Proposição 1.1.3 é válido para
p :“ p1 ‘ p2 ‘ ¨ ¨ ¨ ‘ pl.
Provaremos, a seguir, a Proposição 1.1.3 para o caso em que a representação
ρ : SUp2q Ñ GlpV q definida em (1.6) é irredutível.
Fixemos um vetor v1 P V zt0u. O subespaço de V gerado pelos vetores v1,
vi :“ Ipv1q, vj :“ Jpv1q e vk :“ JIpv1q é invariante pela representação ρ. Segue daí que
V “ spantv1, vi, vj, vku. Provaremos que tv1, vi, vj, vku é uma base de V .
Os vetores v1 e vi devem ser linearmente independentes pois, caso contrário, v1
seria um autovetor de uma transformação linear (no caso, I : V Ñ V ) cujos autovalores
são todos imaginários (I2 “ ´1).
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Suponhamos, por absurdo, que vj P spantv1, viu, isto é, que existam a, b P R
tais que vj “ av1 ` bvi. Então,
´v1 “ J2pv1q “ Jpav1 ` bviq
“ avj ` bJIpv1q “ apav1 ` bviq ´ bIJpv1q
“ a2v1 ` abvi ´ bIpvjq “ a2v1 ` abvi ´ bpavi ´ bv1q
“ pa2 ` b2qv1.
Como não existem a e b P R tais que a2` b2 “ ´1, podemos que tv1, vi, vju é um conjunto
linearmente independente.
O espaço vetorial V não pode ter como base tv1, vi, vju. De fato, se dim V “ 3
toda transformação linear V Ñ V teria um autovalor real. Mas, isto contradiz a igualdade
I2 “ ´1.
Considere o isomorfismo linear p : HÑ V dado por
ppa` bi` cj ` dkq “ av1 ` bvi ` cvj ` dvk.
Para qualquer número quaterniônico a` bi` cj ` dk, com a, b, c e d P R, tem-se que
I ˝ ppa` bi` cj ` dkq “ Ipav1 ` bvi ` cvj ` dvkq
“ ´bv1 ` avi ` dvj ´ cvk
“ pp´b` ai` dj ´ ckq
“ p ˝ I0pa` bi` cj ` dkq.
Logo, I ˝ p “ p ˝ I0. De modo análogo, mostra-se que J ˝ p “ p ˝ J0.
1.2 O grupo Glpd,Hq ¨ Spp1q
A operação de soma`pα1, . . . , αdq, pβ1, . . . , βdq˘ P Hd ˆHd Ñ pα1 ` β1, . . . , αd ` βdqdl“1 P Hd
e a de multiplicação por escalar`pα1, . . . , αdq, λ˘ P Hd ˆH Ñ pα1λ, . . . , αdλq P Hd
fazem de Hd um H-modulo à direita.
O grupo de todos os automorfismos do H-módulo Hd será denotado por Glpd,Hq.
Este grupo pode ser identificado com o grupo de todas as matrizes invertíveis dˆ d com
entradas H. De fato, considerando os elementos de Hd como matrizes coluna d ˆ 1, a
multiplicação à esquerda por uma matriz dˆd de entradas em Hd define um endomorfismo
do H-modulo Hd.
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Os mapas Hd Ñ Hd descritos como multiplicação (à direita) por um número
quaterniônico unitário formam um grupo (cuja operação é a composição de mapas).
Denotaremos este grupo por Spp1q.
Podemos identificar o conjunto R dos números reais com o subespaço (real) de H
gerado pelo elemento neutro da multiplicação 1. Com esta identificação, é possível verificar5
que R é o centro da álgebra H. Além disso, multiplicação (à direita) por escalares reais no
H-módulo Hd coincide com a multiplicação por escalares reais (à esquerda) em Hd visto
como espaço vetorial real (i.e. como pR4qd). Assim, podemos considerar os grupos Spp1q
e Glpd,Hq como subgrupos do grupo GlpHdq (» Glp4n,Rq) de todas as transformações
R-lineares Hd Ñ Hd. Segue de suas definições que Spp1q e Glpd,Hq são subgrupos fechados
de GlpHdq e, consequentemete, subgrupos de Lie de GlpHdq.
Observemos que a estrutura hipercomplexa canônica pI0, J0q (veja o Exemplo
1.1.3) é formada por elementos de Spp1q. Além disso, temos o seguinte lema:
Lema 1.2.1. Seja pI0, J0q a estrutura hipercomplexa canônica de H. Qualquer elemento
de Spp1q pode ser escrito da forma
a1` bI0 ` cJ0 ` dI0J0, (1.7)
com a,b,c,d P R e a2 ` b2 ` c2 ` d2 “ 1. Além disso, a estrutura quaterniônica canônica
ZpI0, J0q é o conjunto dos mapas θ P Spp1q tais que θ2 “ ´1.
A demonstração do Lema 1.2.1 segue da definição de Spp1q e da tabela de
multiplicação (1.2).
Todo número quaterniônico é um múltiplo de um número quaterniônico unitário.
Por isso, um mapa Hd Ñ Hd descrito como a multiplicação (à direita) por um certo número
quaterniônico α ‰ 0 coincide com o mapa NHpαq 12 θ onde θ é o elemento de Spp1q dado
pela multiplicação pelo número quaterniônico unitário α{NHpαq 12 . Desta forma, podemos
caracterizar o grupo Glpd,Hq como sendo o subgrupo centralizador de Spp1q em GlpHdq.
Isto é, Glpd,Hq é o grupo de todas as transformações R-lineares Hd Ñ Hd que comutam
com todos os elementos de Spp1q.
Lembremos que o subgrupo normalizador de Spp1q em GlpHdq é, por definição,
o subgrupo
tg P GlpHdq : g Spp1qg´1 “ Spp1qu.
de GlpHdq.
Proposição 1.2.1. O grupo
Glpd,Hq ¨ Spp1q :“ tAθ P GlpHdq : A P Glpd,Hq e θ P Spp1qu.
é o subgrupo normalizador de Spp1q em GlpHdq.
5 Usando, por exemplo, a tabela de multiplicação (1.2).
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Demonstração. Denotemos por G o subgrupo normalizador de Spp1q em GlpHdq.
Como Glpd,Hq é o subgrupo centralizador de Spp1q em GlpHnq, podemos
concluir que Glpd,Hq é um subgrupo de G. Além disso, é imediato que Spp1q esteja contido
em G. Logo, Glpd,Hq ¨ Spp1q está contido em G.
Consideremos a estrutura hipercomplexa canônica pI0, J0q em Hd.
Seja B um elemento arbitrário de G. Segue que BI0B´1 e BJ0B´1 P Spp1q.
Assim, pelo Lema 1.2.1, BI0B´1 e BJ0B´1 pertencem à estrutura quaterniônica canônica
ZpI0, J0q. Logo, pelo Lema 1.1.2, existe θ P Spp1q tal que
pBI0B´1, BJ0B´1q “ pθI0θ´1, θJ0θ´1q.
Isto implica que, A :“ θ´1B comuta com I0 e J0. Como todos os elementos de Spp1q são
da forma (1.7) podemos concluir que A comuta com todos os elementos de Spp1q. Ou seja,
A P Glpn,Hq. Então,
B “ θpθ´1Bq “ θA “ Aθ P Glpn,Hq ¨ Spp1q.
Com isso, concluimos que G Ă Glpn,Hq ¨ Spp1q.
Lema 1.2.2. Seja Z0 a estrutrua quaterniônica canônica em Hd. O grupo Glpd,Hq ¨ Spp1q
pode ser caracterizado como o grupo formado por todos os g P GlpHdq tais que o conjunto
g ˝ Z0 ˝ g´1 “ tg ˝ z ˝ g´1 P GlpHdq : z P Z0u
coincide com Z0.
Demonstração. Denotemos por G o conjunto de todos os g P GLpHdq tais que g˝Z0˝g´1 “
Z0 e por S2 o conjunto dos números quaterniônicos da forma
xi` yj ` zk, x, y, z P R com x2 ` y2 ` z2 “ 1,
onde pi, jq é a estrutura hipercomplexa canônica em H e k :“ ij.
Dado α P H, o mapa Hd Ñ Hd dado pela multiplicação à direita por α será
denotado por Rα.
Com estas definições:
• Z0 é o conjunto dos mapas Rθ : Hd Ñ Hd, com θ P S2;
• Spp1q é o conjunto dos mapas Rα : Hd Ñ Hd, onde α é um número quaterniônico
unitário.
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Observemos que (como t1, i, j, ku é uma base de H) todo elemento α de H pode
ser escrito da forma
α “ a` bθ, com a, b P R e θ P S2 (1.8)
Além disso, a decomposição (1.8) de α induz a decomposição
Rα “ a1` bRθ
com Rθ P Z0.
Suponhamos que g P G. Dado um número quaterniônico unitário α, podemos
considerar as decomposições (1.8) e Rα “ a1` bRθ. Como g ˝ Z0 ˝ g´1 “ Z0 deve existir
θ˜ P S2 tal que g ˝Rθ ˝ g´1 “ Rθ˜. Assim,
g ˝Rα ˝ g´1 “ a1` bpg ˝Rθ ˝ g´1q “ a1`Rθ˜ “ Rα˜,
onde α˜ “ a` bθ˜. Como
NHpa` bθ˜q “ a2 ` b2 “ NHpa` bθq “ 1,
a transformação linear Rα˜ pertence ao grupo Spp1q. Com isso, concluimos que g ˝ Spp1q ˝
g´1 “ Spp1q e, consequentemente, g P Glpd,Hq ¨ Spp1q (Proposição 1.2.1).
Lembremos que Z0 é o subconjunto de Spp1q formado peloes elementos cujo
quadrado é igual à ´1 (Lema 1.1.1).
Reciprocamente, suponhamos que g P Glpd,Hq ¨ Spp1q. Dado z P Z0, devemos
ter que g ˝ z ˝ g´1 P Spp1q já que Z0 Ă Spp1q e g ˝ Spp1q ˝ g´1 “ Spp1q. Além disso,
pg ˝ z ˝ g´1q2 “ g ˝ z2 ˝ g´1 “ ´1
e, consequentemente, g ˝ z ˝ g´1 P Z0. Logo, podemos concluir que g ˝ Z0 ˝ g´1 “ Z0. Por
isso, g P G.
1.3 Espaços Principais Relacionados à Estruturas Hipercomplexas
e Quaterniônicas
Definição 1.3.1 (Espaço Principal). Seja G um grupo. Dizemos um conjunto P0 ‰ H
munido de uma ação à direita θ : P0 ˆGÑ P0 de G em P0 é um G-espaço principal (ou
espaço principal de grupo estrutural G) se, para cada p P P0, o mapa
g P G Ñ θpp, gq P P0,
é uma bijeção.
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Exemplo 1.3.1 (Espaço Principal dos Referenciais). Suponhamos que E0 e E1 sejam
espaços vetoriais reais isomorfos. Denotemos por FrpE0, E1q o conjunto de todos os iso-
morfismos lineares E0 Ñ E1. Podemos definir uma ação à direita θ do grupo GlpE0q em
FrpE0, E1q pela igualdade
θpp, gq “ p ˝ g, p P FrpE0, E1q e g P GlpE0q.
Esta ação faz de FrpE0, E1q um GlpE0q-espaço principal. Os elementos de FrpE0, E1q são
chamados de E0-referenciais de E1.
Sempre que a definição de uma ação à direita P0 ˆGÑ P0 de um grupo G em
um conjunto P0 estiver clara no contexto, denotaremos, por conveniência de notação, a
imagem de pp, gq P P0 ˆG por esta ação simplesmente por p ¨ g.
Definição 1.3.2 (Subespaço Principal). Seja P0 um espaço principal de grupo estrutural
G e H um subgrupo de G. Dizemos que um subconjunto Q0 ‰ H de P0 é um H-subespaço
principal de P0 se Q0 é um H-espaço principal pela restrição da ação de G à H. Isto é, se,
para cada q P Q0, a órbita
q ¨H :“ tq ¨ h P P0 : h P Hu
coincide com Q0.
Suponhamos que V seja um espaço vetorial real de dimensão finita munido de
uma estrutura hipercomplexa pI, Jq. Pela Proposição 1.1.3, sabemos que V é isomorfo
ao espaço vetorial real Hd, para algum d ě 0. Isto implica, em particular, que podemos
considerar o GlpHdq-espaço principal FrpHd, V q.
Até o fim desta seção pI0, J0q denotará a estrutura hipercomplexa canônica de
Hd.
Sejam V um espaço vetorial de dimensão real 4d e pI, Jq uma estrutura hiper-
complexa em V . Vamos definir o subconjunto FrpHd, V, I, Jq do GlpHdq-espaço principal
FrpHd, V q, como sendo o conjunto formado por todos os referenciais p : Hd Ñ V tais que
I ˝ p “ p ˝ I0 e J ˝ p “ p ˝ J0.
Proposição 1.3.1. Se pI, Jq é uma estrutura hipercomplexa no espaço vetorial real de di-
mensão finita V » Hd então FrpHd, V, I, Jq é um Glpd,Hq-subespaço principal de FrpHd, V q.
Demonstração. Sabemos, pela Proposição 1.1.3, que o conjunto FrpHd, V, I, Jq não é vazio.
Sejam p P FrpHd, V, I, Jq e A P Glpd,Hq. Como I0 e J0 pertencem à Spp1q
e Glpd,Hq é o centralizador Spp1q em GlpHdq, temos que p ˝ A pertence ao conjunto
FrpHd, V, I, Jq pois
I ˝ pp ˝ Aq “ p ˝ I0 ˝ A “ pp ˝ Aq ˝ I0
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e
J ˝ pp ˝ Aq “ p ˝ J0 ˝ A “ pp ˝ Aq ˝ J0.
Desta forma, concluimos que a órbita p ¨ Glpd,Hq de cada p P FrpHd, V, I, Jq
está contida em FrpHd, V, I, Jq.
Suponhamos que p e q sejam referenciais em FrpHd, V, I, Jq. Segue da definição
de FrpHd, V, I, Jq que o isomorfismo linear p´1 ˝ q P GlpHdq satisfaz
pp´1 ˝ qq ˝ I0 ˝ pp´1 ˝ qq´1 “ I0 e pp´1 ˝ qq ˝ J0 ˝ pp´1 ˝ qq´1 “ J0.
Como todos os elementos de Spp1q são da forma (1.7) e Glpd,Hq é o subgrupo centralizador
de Spp1q em GlpHdq, conclui-se que p´1 ˝ q P Glpd,Hq.
Assim, toda órbita p ¨ Glpd,Hq de um elemento p P FrpHd, V, I, Jq contém
FrpHd, V, I, Jq. De fato, fixado p P FrpHd, V, I, Jq, todo elemento q P FrpHd, V, I, Jq pode
ser escrito como p ˝ A para algum A P GlpHdq. Então, pelo parágrafo anterior, p´1 ˝ q “
A P Glpd,Hq. Ou seja, q “ p ˝ A pertence à órbita p ¨Glpd,Hq.
Um espaço vetorial real de dimensão finita que admite uma estrutura qua-
terniônica Z também admite uma estrutura hipercomplexa pI, Jq (em particular, uma
estrutura complexa pI, Jq P ZˆZ). Asssim, novamente pela Proposição 1.1.3, se um espaço
vetorial real V de dimensão finita admite uma estrutura quaterniônica então V » Hd, para
algum inteiro d ě 0 e, consequentemente, podemos considerar o GlpHdq-espaço principal
FrpHd, V q.
Até o fim desta seção, Z0 denotará a estrutura quaterniônica canônica em Hd.
Dado um espaço vetorial V » Hd munido de uma estrutura quaterniônca
Z, denotaremos por FrpHd, V, Zq o subconjunto de FrpHd, V q de todos os referenciais
p : Hd Ñ V tais que o conjunto
p´1 ˝ Z ˝ p :“ tp´1 ˝ θ ˝ p P GlpHdq : θ P Zu
coincide com a estrutura quaterniônica canônica Z0 em Hd.
Proposição 1.3.2. Se Z é uma estrutura quaterniônica em um espaço vetorial real de
dimensão finita V » Hd então FrpHd, V, Zq é um Glpd,Hq ¨ Spp1q-subespaço principal de
FrpHd, V q.
Demonstração. Seja pI, Jq uma estrutura hipercomplexa pertencente ao produto cartesiano
Z ˆ Z. Sabemos, pela Proposição 1.1.3, que existe p : Hd Ñ V tal que
p´1 ˝ I ˝ p “ I0 e p´1 ˝ J ˝ p “ J0.
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Pela definição Z0 e pelo Corolário 1.1.1, temos que
Z0 “ txI0 ` yJ0 ` zI0J0 : x, y, z P R e x2 ` y2 ` z2 “ 1u
e
Z “ txI ` yJ ` zIJ : x, y, z P R e x2 ` y2 ` z2 “ 1u.
Segue daí que
p´1 ˝ Z ˝ p “ Z0.
Ou seja, p P FrpHd, V, Zq.
Suponhamos que p P FrpHd, V, Zq e g P Glpd,Hq ¨ Spp1q. Sabemos que Z0 é
o subconjunto de Spp1q formado pelos θ P Spp1q tais que θ2 “ ´1. Além disso, pela
Proposição 1.2.1, Glpd,Hq ¨ Spp1q é o subgrupo normalizador de Spp1q em GlpHdq. Assim,
conclui-se que
g´1 ˝ Z0 ˝ g “ Z0.
Logo,
pp ˝ gq´1 ˝ Z ˝ pp ˝ gq “ g´1 ˝ pp´1 ˝ Z ˝ pq ˝ g “ g´1 ˝ Z0 ˝ g “ Z0.
Consequentemente, p ˝ g P FrpHd, V, Zq.
Sejam p e q P FrpHd, V, Zq. Temos, da definição de FrpHd, V, Zq que
pq´1 ˝ pq ˝ Z0 ˝ pq´1 ˝ pq´1 “ q´1 ˝ pp ˝ Z0 ˝ p´1q ˝ q “ q´1 ˝ Z ˝ q “ Z0.
Logo, pelo Lema 1.2.2, q´1 ˝ p P GLpd,Hq ¨ Spp1q.
1.4 Variedades Quase Hipercomplexas e Quase Quaterniônicas
Definição 1.4.1 (Estrutura Quase Complexa). Uma estrutura quase complexa em uma
variedade M é um morfismo de fibrados vetoriais I : TM Ñ TM sobre a variedade M
tal que I2 “ ´1.
Observe que, na definição de uma estrutura quase complexa I : TM Ñ TM
estamos exigindo que:
• I mapeia cada espaço tangente TxM , x PM , nele próprio.
• A restrição Ix : TxM Ñ TxM de I a um espaço tangente TxM é uma transformação
linear cujo quadrado é igual a ´1.
Definição 1.4.2 (Estrutura Quase Hipercomplexa). Um par ordenado pI, Jq de estruturas
quase complexas em uma variedade M é chamado de estrutura quase hipercomplexa se,
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para todo x P M , as restriçoes Ix e Jx de I e J ao espaço tangente TxM formam uma
estrutura hipercomplexa pIx, Jxq no espaço tangente TxM . Dizemos que uma variedade é
quase hipercomplexa se esta admite uma estrutura quase hipercomplexa.
Seja M uma variedade suave de dimensão 4d, para algum número inteiro
positivo d. A estrutura suave de M é descrita por um atlas de cartas locais suaves da
forma U Ñ U˜ , onde U é um aberto de M e U˜ é um aberto do espaço vetorial real Hd.
Assim, podemos considerar o GlpHdq-fibrado principal FrpHd|TMq ÑM cuja fibra sobre
um ponto x PM é o GlpHdq-espaço principal FrpHd,TxMq.
Suponhamos que uma variedade M esteja munida de uma estrutura quase
hipercomplexa pI, Jq. Segue da definição acima que, para cada x P M , o par ordenado
pIx, Jxq é uma estrutura hipercomplexa no espaço tangente TxM . Assim, pela Proposição
1.3.1, temos que dimM “ 4d, para algum inteiro positivo d, e o conjunto
FrpHd,TxM, Ix, Jxq :“ tq P FrpHd,TxMq : Ix ˝ q “ q ˝ I0 e Jx ˝ q “ q ˝ J0u
é um Glpd,Hq-subespaço principal FrpHd,TxMq, onde pI0, J0q denota a estrutura hiper-
complexa canônica de Hd.
Proposição 1.4.1. Seja M uma variedade suave de dimensão 4d, para algum inteiro
positivo d. Se M admite uma estrutura quase hipercomplexa pI, Jq então o subconjunto
FrpHd|TM, I, Jq “
ď
xPM
FrpHd; TxM, Ix, Jxq
de FrpHd|TMq é uma Glpd,Hq-estrutura em M (i.e. FrpHd|TM, I, Jq Ñ M é um sub-
fibrado principal de FrpHd,TMq Ñ M com grupo estrutural Glpd,Hq). Reciprocamente,
dada uma Glpd,Hq-estrutura P Ñ M em M , existe uma estrutura quase hipercomplexa
pI, Jq em M tal que P “ FrpHd|TM, I, Jq.
O termo ‘quase’ na nomenclatura ‘estrutura quase complexa pI, Jq em M ’ se
refere à ausência de uma hipótese chamada integrabilidade sobre as estruturas quase
complexas I e J (que com a hipótese de integrabilidade seriam chamadas simplesmente de
estruturas complexas). Esta hipótese se traduz na integrabilidade da Glpd,Hq-estrutura
FrpHd|TM, I, Jq ÑM .
Definição 1.4.3 (Estrutura Quase Quaterniônica). SejaM uma variedade suave. Dizemos
que a união disjunta Z “ YxPMZx é uma estrutura quase quaterniônica em M se
(I) Em cada ponto x P M , Zx Ă GlpTxMq é uma estrutura quaterniônica no espaço
tangente TxM ;
(II) Para todo x P M , existe uma vizinhança U de x em M e uma estrutura quase
hipercomplexa pI, Jq em U tal que Iy, Jy P Zy para todo y P U .
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Uma variedade munidade de uma estrutura quase quaterniônica é chamada de variedade
quase quaterniônica.
Observação 1.4.1. Se pI, Jq é uma estrutura quase hipercomplexa em uma variedade
M , podemos definir, para todo x PM , a estrutura quaterniônica
Zx “ ZpIx, Jxq “ taIx ` bJx ` cIxJx : a, b, c P R, a2 ` b2 ` c2 “ 1u
em TxM . Assim, Z :“ YxPMZx é uma estrutura quese quaterniônica em M . Ou seja,
todo variedade quase hipercomplexa é também quase quaterniônica. A recíproca não é
verdadeira como veremos no exemplo do Capítulo 4.
Observação 1.4.2. Suponhamos que Z seja uma estrutura quase quaterniônica em uma
variedade suave M . O mapa Π: Z ÑM que envia Zx :“ Z XGlpTxMq ao ponto x PM
induz em Z uma estrutura de variedade suave tal que Π é um fibrado suave com fibra S2.
De fato,
Como no caso das estruturas quase hipercomplexas, uma variedade M que
possui uma estrutura quase quaterniônica Z tem dimensão 4d, para algum inteiro positivo
d. O que nos permite considerar os GlpHdq-espaços principais FrpHd,TxMq, x PM , e seus
respectivos Glpd,Hq ¨ Spp1q-subespaços principais
FrpHd,TxM,Zxq :“ tq P FrpHd,TxMq : q´1 ˝ Zx ˝ q “ Z0u,
onde Z0 é a estrutura quaterniônica canônica em Hd (veja a Proposição 1.3.2).
Proposição 1.4.2. Seja M uma variedade suave de dimensão 4d, para algum inteiro
positivo d. Se M admite uma estrutura quase quaterniônica Z então o subconjunto
FrpHd|TM,Zq “
ď
xPM
FrpHd; TxM,Zxq
de FrpHd|TMq é uma Glpd,Hq ¨ Spp1q-estrutura em M (i.e. FrpHd|TM, I, Jq Ñ M é
um subfibrado principal de FrpHd,TMq Ñ M com grupo estrutural Glpd,Hq ¨ Spp1q).
Reciprocamente, dada uma Glpd,Hq ¨ Spp1q-estrutura QÑM em M , existe uma estrutura
quase quaterniônica Z em M tal que Q “ FrpHd|TM,Zq.
1.4.1 Espaços de Twistor de Uma Estrutura Quase Quaterniônica
Em alguns textos, o que chamamos de estrutura quase quaterniônica Z em
uma variedade suave M é denominado de espaço de twistor (’twistor space’ em inglês) da
Glpd,Hq ¨ Spp1q-estrutura FrpHd|TM,Zq ÑM . Como esta nomenclatura não é padrão e,
também, como o termo espaço de twistor também se refere à outras estruturas matemáticas
fora do contexto das variedades quaterniônicas, decidimos adotar o termo ’estrutra quase
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quaterniônica’ para facilitar a comparação com as ’estruturas quase hipercomplexas
complexas’. Nossa definição de estrutura quaterniônica (que será dada no próximo capítulo)
é a mesma adotada em textos como (ALEKSEEVSKY DMITRI V., 1993).
Suponhamos que Z seja uma estrutura quase quaterniônica em uma variedade
suave M de dimensão 4d.
Denotemos por pi : Z Ñ M o mapa que envia todos os elementos de Zx :“
Z XGlpTxMq para o ponto x PM . Mostraremos que o conjunto Z admite uma estrutura
de variedade suave pela qual pi é um fibrado suave cuja fibra é a esfera S2 de dimensão 2.
Primeiramente, observemos que a estrutra quaterniônica canônica Z0 em Hd
pode ser parametrizada pelo mapa µ : S2 Ñ Z0 definido pela igualdade
µpa, b, cq “ aI0 ` bJ0 ` cI0J0, pa, b, cq P S2. (1.9)
Pela Proposição 1.4.2, temos uma Glpd,Hq ¨ Spp1q-estrutura FrpHd|TM,Zq Ñ
M . Em particular, para cada p P FrpHd,TxM,Zxq, temos uma bijeção Cp : Z0 Ñ Zx dada
por
CppIq “ p ˝ I ˝ p´1, I P Z0.
Seja s : U Ñ FrpHd|TM,Zq uma seção local suave de FrpHd|TM,Zq ÑM e
Z|U o subconjunto de Z formado pela união das fibras Zx, x P U , de pi. Denotaremos por
ϕs : U ˆ S2 Ñ Z|U o mapa dado por
ϕs
`
x, a, b, cq “ Cspxq ˝ µpa, b, cq, x P U, pa, b, cq P S2. (1.10)
Dadas seções locais suaves s : U Ñ FrpHd|TM,Zq e r : V Ñ FrpHd|TM,Zq
tais que U X V ‰ H devemos ter6 que o mapa
x P U X V Ñ spxq´1 ˝ rpxq P Glpd,Hq ¨ Spp1q
é suave. Com isso, podemos concluir que a composição
ϕ´1s ˝ ϕr : pU X V q ˆ S2 Ñ pU X V q ˆ S2
é um mapa suave pois
ϕ´1s ˝ ϕrpx, a, b, cq “
`
x, µ´1 ˝ Cspxq´1˝rpxq ˝ µpa, b, cq
˘
, x P U X V, pa, b, cq P S2,
onde Cspxq´1˝rpxq : Z0 Ñ Z0 é o mapa dado por
Cspxq´1˝rpxqpIq “
´
spxq´1 ˝ rpxq
¯
˝ I ˝
´
spxq´1 ˝ rpxq
¯
.
Desta forma, podemos concluir que Z admite uma única estrutura de variedade
suave tal que pi : Z Ñ M é um fibrado suave tal que os mapas ϕs descritos acima são
trivializações locais de Z.
6 Pela própria definição de Glpd,Hq ¨ Spp1q-estrutura.
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Definição 1.4.4 (Espaço de Twistor de Uma Estrutura Quase Quaterniônica). O fibrado
suave pi : Z Ñ M definido acima é chamado de espaço de twistor da estrutura quase
quaterniônica Z em M .
Observação 1.4.3. A estrutura de fibrado suave sobre o mapa pi : Z ÑM não depende
da escolha da parametrização µ : S2 Ñ Z0 em (1.9). De fato, poderíamos tomar qualquer
difeomorfismo7 µ : S2 Ñ Z0 que ainda assim teríamos a mesma estrutura de fibrado
suave em pi. Além disso, esta estrutra de fibra suave faz de pi : Z ÑM um subfibrado de
EndpTMq ÑM (dos endomorfismos do fibrado tangente de M).
7 Aqui consideramos a estrutura diferencial em Z0 pela qual Z0 é uma subvariedade mergulhada do
grupo de Lie GlpHdq
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2 A Construção Geral
Neste capítulo, G denota um grupo de Lie eM um espaço homogêneo pela ação
de G (i.e. M é uma variedade munida de uma ação transitiva e suave de G à esquerda).
Além disso, fixaremos um espaço vetorial real E0 cuja dimensão é igual à de M e um
subgrupo de Lie S de GlpE0q.
Consideraremos o fibrado de referenciais FrpE0|TMq ÑM tal que:
• A fibra sobre x PM é o GlpE0q-espaço principal FrpE0; TxMq formado por todos os
isomorfismos R-lineares p : E0 Ñ TxM ;
• Dada uma carta local suave1 ϕ : U Ñ ϕpUq de M , o atlas maximal de seções
admissíveis de FrpE0|TMq Ñ M contém a seção pdϕ´1q : U Ñ FrpE0|TMq, que
envia x P U para o referencial
pdϕ´1qϕpxq : E0 Ñ TxM.
Novamente, será assumido que o leitor está familiarizado com as definições
básicas da teoria de fibrados principais como conexões principais, conexões principais livres
de torção, forma curvatura, etc, vide textos básicos como (PICCIONE; TAUSK, 2006) e
(KOBAYASHI; NOMIZU, 1963).
2.1 A ação de G em FrpE0|TMq
Dado g P G, denotemos por g : M ÑM a ação de g emM e por pd gqx : TxM Ñ
Tg¨xM sua diferencial em um ponto x PM .
Se p : E0 Ñ TxM é um referencial de M em um ponto x P M , podemos
considerar o referencial
g ¨ p :“ pd gqx ˝ p : E0 Ñ Tg¨xM,
de M no ponto g ¨ x. A operação G ˆ FrpE0|TMq Ñ FrpE0|TMq que envia pg, pq P
GˆFrpE0|TxMq para g ¨ p P FrpE0,Tg¨xMq é uma ação à esquerda de G em FrpE0|TMq.
Como a ação de G em M é suave, a ação de G em FrpE0|TMq também será
suave. De fato, sejam g : FrpE0|TMq Ñ FrpE0|TMq a ação de g P G em FrpE0|TMq e
ϕ : U Ñ ϕpUq e ψ : V Ñ ψpV q cartas locais suaves de M tais que g ¨ U Ă V . Os mapas
Φ: U ˆGlpE0q Ñ FrpE0|TMq|U e Ψ: V ˆGlpE0q Ñ FrpE0|TMq|V dados por
Φpx, tq “ pdϕ´1qϕpxq ˝ t, px, tq P U ˆGlpE0q,
1 Definida em um aberto U de M e tomando valores em um aberto ϕpUq de E0
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e
Ψpx, tq “ pdψ´1qψpxq ˝ t, px, tq P V ˆGlpE0q,
são difeomorfismos. Pelas igualdades acima, verifica-se que a igualdade
Ψ´1 ˝ g ˝ Φpx, tq “ `g ¨ x, pdψqg¨x ˝ pd gqx ˝ pdϕ´1qϕpxq ˝ t˘
é válida para todo px, tq P U ˆGlpE0q. De onde conclui-se que
Ψ´1 ˝ g ˝ Φ: U ˆGlpE0q Ñ V ˆGlpE0q
é suave e, consequentemente, a restrição de g : FrpE0|TMq Ñ FrpE0|TMq ao aberto
FrpE0|TMq|U de FrpE0|TMq é suave.
Lema 2.1.1. A igualdade
pg ¨ pq ¨ α “ g ¨ pp ¨ αq
é valida para todos g P G, p P FrpE0|TMq e α P GlpE0q.
Demonstração. Segue das definições que
pg ¨ pq ¨ α “ pd gqx ˝ p ˝ α “ g ¨ pp ¨ αq.
2.2 Uma S-estrutura em M induzida pela ação de G
Fixemos um ponto x0 de M e denotemos por H o subgrupo de isotropia de x0
pela ação de G em M .
Se Qx0 é um S-subespaço principal de FrpE0,Tx0 Mq e g P G então, pelo Lema
2.1.1, podemos concluir que
g ¨Qx0 :“ tg ¨ q P FrpE0,Tg¨x0 Mq : q P Qx0u
é um S-subespaço principal de FrpE0,Tg¨x0 Mq.
O objetivo desta seção é mostrar o seguinte resultado:
Teorema 2.2.1. Suponhamos que H é um subgrupo de Lie compacto de G. Se Qx0 é um
S-subespaço principal de FrpE0,Tx0 Mq tal que
h ¨Qx0 “ Qx0 , h P H, (2.1)
então existe uma única S-estrutura Q em M satisfazendo:
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(I) Q é G-invariante: A fibra Qx de Q sobre o ponto x “ g ¨ x0 P M , com g P G, é
descrita pela igualdade
Qx “ g ¨Qx0 . (2.2)
Em particular, o espaço total Q é invariante pela ação de G em FrpE0|TMq;
(II) Q admite uma conexão principal HorpQq Ă T `FrpE0|TMq˘ tal que:
(II.1) A torção de HorpQq é nula;
(II.2) A conexão HorpQq deixa Q invariante. Isto é, o transporte paralelo ao longo de
uma curva suave γ : r0, 1s ÑM leva Qγp0q em Qγp1q.
Observação 2.2.1. No Teorema 2.2.1, a hipótese de que o subgrupo de Lie H seja
compacto só é usada para provar que existe um subespaço vetorial c de LiepGq tal que
LiepGq “ c‘ LiepHq (2.3)
e
Adphqc “ c, h P H, (2.4)
onde Ad: GÑ Gl `LiepGq˘ é a representação adjunta de G.
Primeiramente, observemos que, graças à condição (2.1), o espaço total Q fica
bem definido pela igualdade (2.2). Isto é, a escolha do S-subespaço principal g ¨Qx0 de
FrpE0,Tg¨x0 Mq não depende da escolha de g na classe lateral gH. De fato, se g˜ “ gh para
algum h P H então
pd g˜qx0 “ pd gqx0 ˝ pdhqx0
e, consequentemente,
g˜ ¨Qx0 “ g ¨Qx0 .
Em particular, temos o lema:
Lema 2.2.1. Todo elemento de Q é da forma g ¨ q para algum g P G e q P Qx0;
2.2.1 Uma Cobertura Aberta de M
Seja W0 uma vizinhança de 0 em LiepGq tal que a aplicação exponencial
exp: LiepGq Ñ G mapeia difeomorficamente o aberto W0 em uma vizinhança exppW0q de
1 em G.
Consideremos em LiepGq um produto interno AdpHq-invariante e tomemos o
subespaço complementar ortogonal c de LiepHq em LiepGq. Com estas escolhas, podemos
concluir que c satisfaz as condições (2.3) e (2.4).
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Denotemos por W c0 a interseção W0 X c. Pela escolha de W0 e pela propriedade
(2.3), segue que o mapa
X P W c0 Ñ exppXq ¨ x0 PM
é um mergulho suave deW c0 emM cuja imagem é um subespaço aberto deM . Denotaremos
este aberto de M por U1.
Para cada g P G, definimos o conjunto Ug como sendo o aberto g ¨ U1 de M .
Isto é, Ug é o conjunto formado por todos elementos da forma
g ¨ pexppXq ¨ x0q PM, X P W c0 . (2.5)
O lema a seguir é uma consequência das observações acima e do fato de a ação
de G em M ser suave:
Lema 2.2.2. O mapa
X P W c0 Ñ g ¨ pexppXq ¨ x0q PM
é um mergulho suave cuja imagem é Ug.
Verifica-se que g ¨ x0 P Ug, para cada g P G. Como a ação de G em M é
transitiva, concluimos que tUgugPG é uma cobertura aberta de M .
2.2.2 O Atlas de Seções Suaves de Q
O próximo passo será mostrar que Q é uma S-estrutura em M . Para tanto,
construiremos um atlas A0 de referenciais locais suaves sg,q : Ug Ñ FrpE0|TMq, com g P G
e q P Qx0 , de FrpE0|TMq ÑM tais que
sg,qpxq P Qx, para todo x P Ug, (2.6)
e
sg,qpg ¨ x0q “ g ¨ q. (2.7)
Pelo Lema 2.2.2, para cada g P G e q P Qx0 , podemos definir o mapa sg,q : Ug Ñ
FrpE0|TMq pela igualdade
sg,q
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q
˘
:“ g ¨ pexppXq ¨ qq, X P W c0 . (2.8)
Se g P G, q P Qx0 e x P Ug satisfizerem
x “ g ¨ pexppXq ¨ x0q,
para algum X P W c0 , podemos concluir que
g ¨ pexppXq ¨ qq P `g exppXq˘ ¨Qx0 “ Qx
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Logo, a relação (2.6) é verdadeira.
Com isso, concluimos que
A0 :“ tsg,q : Ug Ñ QugPG,qPQx0
é um atlas de seções de QÑM .
Mostraremos a seguir que cada sg,q : Ug Ñ FrpE0|TMq é suave. Assim, podere-
mos concluir que QÑM é uma S-estrutura em M .
Consideremos um referencial local sg,q : Ug Ñ Q e uma carta local suave
ψ : V Ñ ψpV q de M , com Ug X V ‰ H. O mapa
x P V X Ug Ñ pdϕqx ˝ sg,qpxq P GlpE0q (2.9)
é suave. De fato, dado x “ g ¨ pexppXq ¨ x0q P V X Ug, com X P W c0 , temos que
pdϕqx ˝ sg,qpxq “ pdϕqx ˝ sg,q
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q
˘
“ pdϕqx ˝
`
d g
˘
exppXq¨x0 ˝
`
d exppXq˘
x0
˝ q.
Como a ação de G em M é suave, a expressão à direita da igualdade acima depende
suavemente de X P W c0. Logo, o mapa (2.9) é suave. E, sendo (2.9) um mapa suave,
concluimos que sg,q é uma seção suave de FrpE0|TMq ÑM .
Usaremos na próxima subseção o seguinte lema:
Lema 2.2.3. Sejam g, g˜ P G e q, q˜ P Qx0. Se g ¨ q “ g˜ ¨ q˜ então
pd sg,qqg¨x0pTg¨x0 Mq “ pd s˜g˜,q˜qg˜¨x0pTg˜¨x0 Mq
Demonstração. Mostraremos que
pd s˜g˜,q˜qg˜¨x0pTg˜¨x0 Mq Ă pd sg,qqg¨x0pTg¨x0 Mq.
A inclusão inversa é obtida repetindo-se os mesmos argumentos.
Segue da igualdade g ¨ q “ g˜ ¨ q˜ que g ¨ x0 “ g˜ ¨ x0. Assim, g˜ “ gh para algum
h P H. Como g˜ “ gh e g ¨ q “ g˜ ¨ q˜, obtemos que q “ h ¨ q˜. Com isso, podemos concluir
que q “ h ¨ q˜.
Seja v˜ P Tg˜¨x0M .
Como g˜ ¨ x0 P Ug˜ e o mapa
X P W c0 Ñ g˜ ¨ pexppXq ¨ x0q P Ug˜
é um difeomorfismo (Lema 2.2.2) existe X˜ P c tal que
d
d t
ˇˇˇˇ
t“0
g˜ ¨ pexpptX˜q ¨ x0q “ v˜.
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Pela condição (2.4), temos que X :“ AdphqX˜ pertence ao subespaço c. Pelas
igualdades
X “ AdphqX˜ “ dd t
ˇˇˇˇ
t“0
h expptX˜qh´1.
podemos concluir que os subgrupos à um parâmetro
t P R Ñ h expptX˜qh´1 P G
e
t P R Ñ expptXq P G
coincidem.
Seja v o vetor
d
d t
ˇˇˇˇ
t“0
g ¨ pexpptXq ¨ x0q P Tg¨x0 M.
Temos que
pd sg˜,q˜qg˜¨x0pv˜q “ dd t
ˇˇˇˇ
t“0
sg˜,q˜
`
g˜ ¨ pexpptXq ¨ x0q
˘
“ dd t
ˇˇˇˇ
t“0
g˜ ¨ pexpptX˜q ¨ q˜q
“ dd t
ˇˇˇˇ
t“0
g ¨ `h expptX˜qh´1 ¨ ph ¨ q˜q˘
“ dd t
ˇˇˇˇ
t“0
g ¨ pexpptXq ¨ qq
“ dd t
ˇˇˇˇ
t“0
sg,q
`
g ¨ pexpptXq ¨ x0q
˘
“ pd sg,qqg¨x0pvq.
Logo, pd sg˜,q˜qg˜¨x0 P pd sg,qqg¨x0pTg¨x0 Mq.
2.2.3 A Conexão Sem Torção de Q
A conexão de Q será dada por uma distribuição horizontal principal HorpQq
em Q. Isto é, um subfibrado vetorial HorpQq de TQ tal que:
• Para todo q P Q, a fibra HorqpQq :“ HorpQq X pTqQq é horizontal. Isto é, HorpQq é
uma distribuição suave no espaço total do fibrado pi : QÑM tal que
TqQ “ HorqpQq ‘
´
kerpd piqq
¯
, q P Q;
• A igualdade
pdαqq
´
HorqpQq
¯
“ Horq¨αpQq
é válida para todo q P Q e α P S, onde α : QÑ Q é a ação de α P S em Q.
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Sejam g P G e q P Qx0 . Pela igualdade (2.7), temos que pd sg,qqg¨x0 toma valores
em Tg¨qQ. Assim, pelo Lema 2.2.3, a fibra Horg¨qpQq fica bem definido pela igualdade
Horg¨qpQq :“ pd sg,qqg¨x0pTg¨x0 Mq, q P Qx0 e g P G. (2.10)
Além disso, pelo Lema 2.2.1, a equação (2.10) descreve as fibras de HorpQq sobre todos os
pontos de Q.
Mostrando que HorpQq é uma distribuição suave, a igualdade (2.10) implicará
que HorpQq é horizontal e que sua respectiva conexão terá terá torção nula.
Lema 2.2.4. Fixado g P G, o mapa
pX, qq P W c0 ˆQx0 Ñ g ¨ pexppXq ¨ qq P Q
é um mergulho suave cuja imagem é o aberto
Q|Ug :“
ď
xPUg
Qx
de Q.
Demonstração. Fixemos q0 P Qx0 . Sabemos que o mapa βq0 : S Ñ Q, dado pela igualdade
βq0pαq “ q0 ¨ α, α P S,
é um mergulho suave cuja imagem é Qx0 . Assim, pelo Lema 2.2.2, o mapa
pX, qq P W c0 ˆQx0 Ñ
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q, β´1q0 pqq
˘ P Ug ˆ S (2.11)
é um difeomorfismo. E, como sg,q0 : Ug Ñ Q é uma seção suave do S-fibrado principal
QÑM , o mapa
px, αq P Ug ˆ S Ñ sg,q0pxq ¨ α (2.12)
é um difeomorfismo. O mapa do enunciado é a composição destes dois mapas. Logo, o
lema é válido.
Fixemos um referencial arbitrário p0 : E0 Ñ Tx0 M de M em x0.
Consideremos, novamente, g P G e denotemos por s a álgebra de Lie de S. Pelo
Lema 2.2.4, podemos definir um mapa rg : Q|Ug Ñ FrpE0 ˆ s|TQq pelas igualdades
rg
`
g ¨ pexppXq ¨ qq˘pv, 0q “ pd sg exppXq,qqg¨pexppXq¨x0q ˝ ` dpg exppXqq˘ ˝ p0pvq
para X P W c0 , q P Qx0 e v P E0, e
rg
`
q˜qp0, wq “ pd βq˜q1pwq, q˜ P Q|U0 , w P s,
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onde βq : S Ñ FrpE0|TMq é o mapa suave dado por
βqpαq “ q ¨ α, α P S.
Como tUgugPG é uma cobertura aberta de M , a família tQ|UgugPG é uma
cobertura aberta de Q. Assim, provando que rg é suave (para g P G arbitrário) podemos
concluir que HorpQq é suave pois, para cada g P G, x P U0 e q P Qx0 ,´
rg
`
g¨pexppXq¨qq˘¯pE0ˆ0q “ pd sg exppXq,qqg¨pexppXq¨x0qpTg¨pexppXq¨x0qMq “ Horg¨pexppXq¨qqpQq.
Fixemos g em G. Concluiremos que rg é suave mostrando que, dado v P E0, o
mapa
q˜ P Q|Ug Ñ rgpq˜qpv, 0q P TQ (2.13)
é suave. Pelo Lema 2.2.4, isto é equivalente à mostrar que
rg
`
g ¨ pexppXq ¨ qq˘pv, 0q P TQ
depende suavemente de X P W c0 e q P Qx0 .
Pelo Lema 2.2.2, existe um Y P c tal que
p0pvq “ dd t
ˇˇˇˇ
t“0
expptY q ¨ x0.
Assim,´
rg
`
g ¨ pexppXq ¨ qq˘¯pv, 0q “ pd sg exppXq,qqg exppXq¨x0 ˝ ` dpg exppXqq˘ ˝ p0pvq
“ dd t
ˇˇˇˇ
t“0
sg exppXq,q
`
g exppXq ¨ pexpptY q ¨ x0q
˘
“ dd t
ˇˇˇˇ
t“0
g exppXq ¨ pexpptY q ¨ qq
Logo, como a ação de G em Q é suave, podemos concluir que
`
rgpg ¨ pexppXq ¨ qq
˘pv, 0q
depende suavemente de X P W c0 e q P Qx0 .
Por fim, mostraremos que a distribuição HorpQq é principal (ou seja, invariante
pela ação de S em TQ).
Observemos que, dados g P G, q P Q e α P S, a igualdade
α ˝ sg,q “ sg,q¨α (2.14)
é valida, onde α : Q Ñ Q denota a ação de α P S em Q. De fato, dados X P W c0, g P G,
q P Qx0 e α P S, temos, pelo Lema 2.1.1, que
α ˝ sg,q
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q
˘ “ ´sg,q`g ¨ pexppXq ¨ x0q˘¯ ¨ α
“ `g ¨ pexppXq ¨ q˘ ¨ α
“ `g exppXqq ¨ pq ¨ αq
“ sg,q¨α
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q
˘
.
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Da igualdade (2.14) podemos concluir, para todo g P G, q P Qx0 e α P S, que
pdαqg¨q
´
Horg¨qpQq
¯
“ pdαqg¨q ˝ pd sg,qqg¨x0pTg¨x0 Mq
“ pdα ˝ sg,qqg¨x0pTg¨x0 Mq
“ pd sg,q¨αqg¨x0pTg¨x0 Mq
“ Horpg¨qq¨αpQq.
Portando, a distribuição HorpQq é principal.
2.3 O Caso S “ Glpd,Hq ¨ Spp1q
Dizemos que uma variedade suave é quaterniônica quando esta possui uma
Glpd,Hq ¨Spp1q-estrutura munida de uma conexão com torção nula e que deixa a Glpd,Hq ¨
Spp1q-estrutura invariante. Neste caso, a Glpd,Hq ¨ Spp1q-estrutura com sua conexão sem
torção é chamada de estrutura quaterniônica.
O Teorema 2.2.1 nos diz que se o espaço principal2 FrpHd,Tx0 Mq dos referenci-
ais de M “ G{H em um ponto x0 admitir um subespaço principal Qx0 de grupo estrutural
Glpd,Hq ¨ Spp1q satisfazendo
h ¨Qx0 “ Qx0 , h P H,
então M é uma variedade quaterniônica.
Nesta seção vamos formular uma versão do Teorema 2.2.1 para o caso em que
S “ Glpd,Hq ¨ Spp1q Ă GlpHdq.
Suponhamos que seja dada uma estrutra quaterniônica Zx0 no espaço vetorial
Tx0 M . Como vimos na Proposição 1.3.2,
Qx0 :“ FrpHd,Tx0 M,Zx0q “ tq P FrpHd,Tx0 Mq : q´1 ˝ z ˝ q P Z0, @z P Zx0u,
é um subespaço principal de FrpHd,Tx0 Mq com grupo estrutural Glpd,Hq ¨ Spp1q, onde
Z0 é a estrutura quaterniônica canônica3.
Para cada g P G e z P Zx0 , denotaremos por g ¨ z : Tg¨x0 M Ñ Tg¨x0 M a
transformação linear dada por
g ¨ z :“ pd gqx0 ˝ z ˝ pd g´1qg¨x0 , (2.15)
onde g : M ÑM é a ação de g P G em M . Segue imediatamente desta definição que
p´1 ˝ pg ¨ zq ˝ p “ pg´1 ¨ pq´1 ˝ z ˝ pg´1 ¨ pq,
2 Aqui estamos tomando E0 :“ Hd. Em particular, estamos supondo que dimpMq “ 4d.
3 Lembremos que a estrutura quaterniônica canônica é formada pelos mapas Hd Ñ Hd descritos como a
multiplicação à direita por quatérnios imaginários unitários
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para todos g P G, p P FrpHd,Tg¨x0 Mq e z P Zx0 .
Dado g P G, denotaremos por g ¨ Zx0 o conjunto de todas as transformações
lineares da forma g ¨ z, para z P Zx0 .
Lema 2.3.1. A condição
h ¨Qx0 “ Qx0 , h P H, (2.16)
é equivalente à condição
h ¨ Zx0 “ Zx0 , h P H. (2.17)
Demonstração. Suponhamos que a condição (2.16) seja verdadeira. Sejam z P Zx0 e h P H.
Sabemos que
q´1 ˝ ph ¨ zq ˝ q “ ph´1 ¨ qq´1 ˝ z ˝ ph´1 ¨ qq, q P Qx0 .
Como h´1 ¨ q P Qx0 , para todo q P Qx0 , segue da escolha de Qx0 e da igualdade acima que
q´1 ˝ ph ¨ zq ˝ q P Z0, para todo q P Qx0 . O que implica que h ¨ z P Zx0 .
Reciprocamente, suponhamos que a condição (2.17) seja verdadeira. Tomemos
q P Qx0 e h P H. Novamente, temos a igualdade
ph ¨ qq´1 ˝ z ˝ ph ¨ qq “ q´1 ˝ ph´1 ¨ zq ˝ q, z P Zx0 .
Sendo h´1 ¨z um elemento de Zx0 , para todo z P Zx0 , concluimos que ph¨qq´1˝z˝ph¨qq P Z0
para todo z P Zx0 . O que implica que h ¨ q P Qx0 .
O Lema 2.3.1 nos fornece uma versão do Teorema 2.2.1 que utilizaremos no
próximo capítulo:
Corolário 2.3.1. (do Teorema 2.2.1) Suponhamos que M seja um espaço homogêneo de
um grupo de Lie G e que o subgrupo estabilizador H de um ponto x0 de M seja compacto.
Se existir uma estrutura quaterniônica Zx0 em Tx0 M satisfazendo a condição
h ¨ Zx0 “ Zx0 , h P H, (2.18)
então M admite uma estrutura quaterniônica.
2.3.1 O Espaço de Twistor Z ÑM
Sob as condições do Corolário 2.3.1 (incluindo a igualdade (2.18)), construiremos
uma estrutura quase quaterniônica Z em M que será invariante por G no seguinte sentido:
a fibra Zg¨x0 Ă EndpTg¨x0 Mq do espaço de twistor Z ÑM sob o ponto g ¨ x0 de M pode
ser descrita por
Zg¨x0 “ g ¨ Zx0 , g P G. (2.19)
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Primeiramente, observemos que se g ¨ x0 “ g˜ ¨ x0 então g ¨ Zx0 “ g˜ ¨ Zx0 . Isto
é, Zx pode ser definido pela equação (2.19) para qualquer x “ g ¨ x0 independentemente
da escolha de g P G. De fato, se g ¨ x0 “ g˜ ¨ x0 então g˜ “ gh para algum h no subgrupo
estabilizador H de x0 em G. Assim, dado g˜ ¨ z P g˜ ¨ Zx0 , temos, pela condição (2.18), que
h ¨ z P Zx0 e, consequentemente,
g˜ ¨ z “ pd gqx0 ˝ pdhqx0 ˝ z ˝ pdh´1qx0 ˝ pd g´1qg¨x0 “ g ¨ ph ¨ zq P g ¨ Zx0 .
Analogamente, dado g ¨ z P g ¨ Zx0 ,
g ¨ z “ pd gqx0 ˝ z ˝ pd g´1qg¨x0
“ pd g˜qx0 ˝ pdh´1qx0 ˝ z ˝ pdhqx0 ˝ pd g˜´1qg˜¨x0
“ g˜ ¨ ph´1 ¨ zq
e, consequentemente, g ¨ z P g˜ ¨ Zx0 .
Agora vamos verificar que cada Zx é uma estrutura quaterniônica em TxM
para cada x PM . Suponhamos que x “ g ¨ x0 para algum g P G. Como Zx0 é uma estrutra
quaterniônica em Tx0 M então existe uma estrutura hipercomplexa pIx0 , Jx0q tal que
Zx0 “ taIx0 ` bJx0 ` cIx0 ˝ Jx0 : a, b, c P R tais que a2 ` b2 ` c2 “ 1u.
Pela definição (2.15), verifica-se facilmente que pg ¨Ix0 , g ¨Jx0q é uma estrutura quaterniônica
em TxM e que
g ¨Zx0 “ tapg ¨ Ix0q ` bpg ¨ Jx0q ` cpg ¨ Ix0q ˝ pg ¨ Jx0q : a, b, c P R tais que a2 ` b2 ` c2 “ 1u.
Logo, Zx “ g ¨ Zx0 é uma estrutura quaterniônica em TxM .
Consideremos, novamente, para cada g P G e q P Qx0 , os abertos Ug de M
(definidos em (2.5)) e as seções sg,q : Ug Ñ FrpHd|TMq (definidas em (2.8)).
Fixemos uma estrutura hipercomplexa pIx0 , Jx0q de Tx0 M tal que Ix0 , Jx0 P Zx0 .
Pelo Lema 2.2.2, podemos, para cada g P G, definir os mapas
Ig e Jg : TUg Ñ TUg
pelas igualdades4
Igg¨pexppXq¨x0q :“ pg exppXqq ¨ Ix0 , X P W c0 ,
e
Jgg¨pexppXq¨x0q :“ pg exppXqq ¨ Jx0 , X P W c0 .
Novamente pela definição (2.15), segue que, para todo X P W c0 , o par
pIgg¨pexppXq¨x0q, Jgg¨pexppXq¨x0qq
4 Lembremos que Igx denota a restrição de Ig ao espaço tangente fibra Tx Ug.
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é uma estrutura hipercomplexa em Tg¨pexppXq¨x0qM tal que I
g
g¨pexppXq¨x0q, J
g
g¨pexppXq¨x0q P
Zg¨pexppXq¨x0q.
Tomemos q P Qx0 . Para todo X P W c0 , valem as igualdades´
sg,q
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q
˘¯´1 ˝ Igg¨pexppXq¨x0q ˝ ´sg,q`g ¨ pexppXq ¨ x0q˘¯
“ `g ¨ pexppXq ¨ qq˘´1 ˝ ´`g exppXq˘ ¨ Ix0¯ ˝ `g ¨ pexppXq ¨ qq˘
“ q´1 ˝ Ix0 ˝ q.
Com isso, concluimos que o mapa
x P Ug Ñ sg,qpxq´1 ˝ Igx ˝ sg,qpxq P LinpHdq
é suave. Consequentemente, Ig : TUg Ñ TUg é suave. Analogamente, verifica-se que
Jg : TUg Ñ TUg é suave.
Portanto, para todo g P G, pIg, Jgq é uma estrutura quase hipercomplexa em
Ug com Igx e Jgx P Zx para todo x P Ug. Logo, Z é uma estrutura quase quaterniônica em
M já que tUgugPG é uma cobertura aberta de M .
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3 A estrutura Quaterniônica Q na Variedade
Homogênea SUp2nq{H
Seja n ě 2 e H o subgrupo de SUp2nq formado pelas matrizes complexas da
forma ¨˚
˚˝˚˚ h 0 ¨ ¨ ¨ 00 h ¨ ¨ ¨ 0
... ... . . . ...
0 0 ¨ ¨ ¨ h
‹˛‹‹‹‚,
com h P SUp2q.
Neste capítulo vamos construir uma estrutura quaterniônica Q Ñ M onde
M :“ SUp2nq{H por meio do Corolário 2.3.1. Mais especificamente, vamos construir uma
representação fiel de SUp2q » Spp1q no espaço tangente Tx0 M , onde x0 “ 1 ¨H, e tomar
a estrutura quaterniônica Zx0 como sendo a imagem dos elementos g P SUp2q tais que
g2 “ ´12ˆ2.
3.1 A representação ρ : SUp2q Ñ GlpTx0Mq
3.1.1 A decomposição de Tx0M
Seja x0 o ponto 1 ¨H P SUp2nq{H “M .
Podemos identificar o espaço tangente Tx0 M de M no ponto x0 de M com
qualquer subespaço vetorial de
sup2nq “ tX P glp2n,Cq : X˚ “ ´X, trX “ 0u
que seja complementar à álgebra de Lie
h “
$’’’’&’’’’%
¨˚
˚˝˚˚ X 0 ¨ ¨ ¨ 00 X ¨ ¨ ¨ 0
... ... . . . ...
0 0 ¨ ¨ ¨ X
‹˛‹‹‹‚P sup2nq : X P sup2q
,////.////- .
de H em sup2nq. Em particular, podemos considerar o produto interno x¨, ¨y em sup2nq
dado por
xX, Y y “ trpXY ˚q “ ´ trpXY q, X, Y P sup2nq,
e o complementar ortonormal hK de h em sup2nq.
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Para o caso n “ 2, vale a igualdade
hK “ V1 ‘W12,
onde
V1 “
#˜
A 0
0 ´A
¸
P sup4q : A P up2q
+
e
W12 “
#˜
0 B
´B˚ 0
¸
P sup4q : B P glp2,Cq
+
.
E, no caso n “ 3, temos que
hK “ V1 ‘ V2 ‘W12 ‘W13 ‘W23,
onde
V1 “
$’&’%
¨˚
˝ A 0 00 ´A 0
0 0 0
‹˛‚P sup6q : A P up2q
,/./- ,
V2 “
$’&’%
¨˚
˝ A 0 00 0 0
0 0 ´A
‹˛‚P sup6q : A P up2q
,/./- ,
W12 “
$’&’%
¨˚
˝ 0 B 0´B˚ 0 0
0 0 0
‹˛‚P sup6q : B P glp2,Cq
,/./- ,
W13 “
$’&’%
¨˚
˝ 0 0 B0 0 0
´B˚ 0 0
‹˛‚P sup6q : B P glp2,Cq
,/./-
e
W21 “
$’&’%
¨˚
˝ 0 0 00 0 B
0 ´B˚ 0
‹˛‚P sup6q : B P glp2,Cq
,/./- ,
Denotaremos por Eij a matriz de ordem p2nq ˆ p2nq cujas entradas são todas
nulas exceto pela entrada na intersecção da linha i com a coluna j onde a entrada é igual
a 1.
Neste capítulo, consideraremos a identificação
Tx0 M “ hK “
ˆ
n´1à
r“1
Vr
˙
‘
˜ à
1ďrăsďn
Wrs
¸
,
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onde
Vr “ span
$’’’’&’’’’%
iE11 ` iE22 ´ iE2r`1,2r`1 ´ iE2r`2,2r`2,
iE11 ´ iE22 ´ iE2r`1,2r`1 ` iE2r`2,2r`2,
E12 ´ E21 ´ E2r`1,2r`2 ` E2r`2,2r`1,
iE12 ` iE21 ´ iE2r`1,2r`2 ` iE2r`2,2r`1
,////.////-
e
Wrs “ span
$’’’’&’’’’%
E2r´1,2s´1 ´ E2s´1,2r´1, E2r´1,2s ´ E2s,2r´1,
E2r,2s´1 ´ E2s´1,2r, E2r,2s ´ E2s,2r,
iE2r´1,2s´1 ` iE2r´1,2s´1, iE2r´1,2s ` iE2s,2r´1,
iE2r,2s´1 ` iE2s´1,2r, iE2r,2s ` iE2s,2r
,////.////- .
3.1.2 Propriedades da Representação ρ : SUp2q Ñ GlpTx0 Mq
Identifiquemos a esfera S3 com o subconjunto de H formado pelos números
quaterniônicos de norma 1:
ta` bi` cj ` dk P H : a, b, c, d P R com a2 ` b2 ` c2 ` d2 “ 1u
Desta forma, podemos definir o mapa
φ : SUp2q Ñ S3
pela igualdade
φ
˜
a` bi c´ di
´c´ di a´ bi
¸
“ a` bi` cj ` dk, (3.1)
onde a, b, c, d P R satisfazem a2 ` b2 ` c2 ` d2 “ 1. Verifica-se (veja a Subseção 3.4.1) que
φpghq “ φphqφpgq, g, h P SUp2q. (3.2)
Dados θ P S3 e um número inteiro positivo r, denotaremos por Rθ : Hr Ñ Hr a
transformação linear dada pela multiplicação à direita pelo escalar θ P H, isto é,
Rθpα1, . . . , αrq “ pα1θ, . . . , αrθq, α1, . . . , αr P H.
Segue imediatamente que
Rθ1θ2 “ Rθ2 ˝Rθ1 , θ1, θ2 P S3.
Por esta última igualdade e pela igualdade (3.2), podemos concluir que o mapaRφ : SUp2q Ñ
GlpHrq, definido por
Rφpgq “ Rφpgq, g P SUp2q,
é uma representação (real) de SUp2q em Hr.
Seja1 d “ dimM{4. O objetivo desta seção é definir uma representação
ρ : SUp2q Ñ GlpTx0 Mq tal que:
1 Observe que d “
ÿ
dimVr `
ÿ
dimWrs, onde dimVr “ 4 e dimWrs “ 8.
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• ρ seja isomorfa à representação Rφ : SUp2q Ñ GlpHdq;
• A representação de isotropia H Ñ GlpTx0Mq e ρ se relacionem de tal forma que o
diagrama
Tx0 M
pdh2nqx0//
ρphgh´1q
55
Tx0 M
ρpgq // Tx0 M
pdh2nq// Tx0 M (3.3)
seja comutativo para todos g e h P SUp2q e
h2n “
¨˚
˚˝˚˚ h 0 ¨ ¨ ¨ 00 h ¨ ¨ ¨ 0
... ... . . . ...
0 0 ¨ ¨ ¨ h
‹˛‹‹‹‚P H.
3.1.3 Uma representação de SUp2q em up2q
Lembremos que up2q é formado pelas matrizes 2ˆ 2 anti-hermitianas:
up2q :“ tX P glp2,Cq : X˚ “ ´Xu.
Por isso, up2q é invariante pela conjugação por elementos de
SUp2q :“ tg P Glp2,Cq : g˚ “ g´1 e det g “ 1u.
Desta forma, dado h P SUp2q, podemos considerar a transformação linear Ch : up2q Ñ up2q,
dada pela equação
ChpAq “ hAh´1, A P up2q.
Assim, o mapa C : SUp2q Ñ Gl `up2q˘, cuja imagem de um elemento h P SUp2q é a
transformação linear Ch, é uma representação de SUp2q em up2q.
Dado θ P S3, podemos definir a transformação linear Cθ : HÑ H pela equação
Cθpαq “ θαθ´1, α P H.
Usando a igualdade (3.2), podemos verificar que o mapa Cφ : SUp2q Ñ GlpHq, cuja imagem
de um elemento h P SUp2q é a transformação linear
Cφph´1q : HÑ H.
é uma representação de SUp2q em H.
O isomorfismo linear
TV : up2q Ñ H
dado pela equação
TV
˜
pa` bqi c´ di
´c´ di pa´ bqi
¸
“ a` bi` cj ` dk, a, b, c, d P R.
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é um isomorfismo entre as representações C : SUp2q Ñ GL `up2q˘ e Cφ : SUp2q Ñ GlpHq.
Isto é, o diagrama
up2q Ch //
TV

up2q
TV

H
Cφph´1q
// H
(3.4)
é comutativo (veja a Subseção 3.4.2) para todo h P SUp2q.
Para cada g P SUp2q, podemos tomar uma transformação linear τpgq : up2q Ñ
up2q tal que o diagrama
up2q τpgq //
TV

up2q
TV

H
Rφpgq
// H
(3.5)
seja comutativo. Como Rφ : SUp2q Ñ GlpHq é uma representação, podemos constatar que
o mapa τ : SUp2q Ñ Gl `up2q˘, cuja imagem de uma matriz g P SUp2q é a transformação
linear τpgq : up2q Ñ up2q, é uma representação de SUp2q em up2q.
Lema 3.1.1. Para todos g e h P SUp2q, o diagrama
up2q Ch´1 //
τphgh´1q
77up2q
τpgq // up2q Ch // up2q (3.6)
é comutativo.
Demonstração. Pela definição de τ e pela comutatividade do diagrama (3.4), temos que o
diagrama
up2q Ch´1 //
TV

up2q τpgq //
TV

up2q
TV

Ch // up2q
TV

H
Cφphq
// H
Rφpgq
// H
Cφph´1q
// H
(3.7)
é comutativo.
Denotemos por Lθ : HÑ H a transformação linear de H dada pela multiplicação
à esquerda pelo número quaterniônico θ P S3. É fácil verificar que
Cφph´1q ˝Rφpgq ˝ Cφphq “ Lφph´1qφphq ˝Rφph´1qφpgqφphq.
Pela definição de φ e pela equação (3.2) seguem as igualdades
φph´1qφphq “ φphh´1q “ φp1q “ 1
e
φph´1qφpgqφphq “ φphgh´1q.
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Logo,
Cφph´1q ˝Rφphq ˝ Cφphq “ Rφphgh´1q.
Portanto, a comutatividade do diagrama (3.7) implica que
Ch ˝ τpgq ˝ Ch´1 “ T´1V ˝ Cφph´1q ˝Rφphq ˝ Cφphq ˝ TV
“ T´1V ˝Rφphgh´1q ˝ TV
“ τphgh´1q.
3.1.4 Uma representação de SUp2q em glp2,Cq
Dado h P SUp2q, denotemos por Lh e Ch : glp2,Cq Ñ glp2,Cq as transformações
lineares dadas pela multiplicação à esquerda por h e pela conjugação por h, respectivamente.
Isto é,
LhpBq “ hB e ChpBq “ hBh´1, B P glp2,Cq.
A comutatividade do diagrama
glp2,Cq Ch´1 //
Lhgh´1
55
glp2,Cq Lg // glp2,Cq Ch // glp2,Cq (3.8)
é imediata, para todos g e h P SUp2q.
Será denotada por L : SUp2q Ñ Gl `glp2,Cq˘ a representação (real) de SUp2q
cuja imagem de um matrix g P SUp2q é a transformação linear Lg : glp2,Cq Ñ glp2,Cq.
Considere o isomorfismo linear TW : glp2,Cq Ñ H2, dado pela igualdade
TW
˜˜
x1 ` y1i z1 ´ w1i
´z1 ´ w1i x1 ´ y1i
¸
` i
˜
x2 ` y2i z2 ´ w2i
´z2 ´ w2i x2 ´ y2i
¸¸
“ px1 ` y1i` z1j ` w1k, x2 ` y2i` z2j ` w2kq,
onde x1, x2, y1, y2, z1, z2, w1 e w2 P R. O mapa TW é um isomorfismo entre as representações
L : SUp2q Ñ Gl `glp2,Cq˘ e a representação Rφ : SUp2q Ñ GlpH2q. Isto é, o diagrama
glp2,Cq Lg //
TW

glp2,Cq
TW

H2
Rφpgq
// H2
(3.9)
é comutativo para todo g P SUp2q. A verificação da comutatividade do diagrama (3.9) será
deixada para a Subseção 3.4.3.
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3.1.5 A Definição da Representação ρ : SUp2q Ñ GlpTx0 Mq
A representação ρ : SUp2nq Ñ GlpTx0 Mq será definida de modo que
Tx0 M “
ˆ
n´1à
r“1
Vr
˙
‘
˜ à
1ďrăsďn
Wrs
¸
seja uma decomposição de Tx0 M em subrepresentações.
Pela comutatividade do diagrama (3.5), podemos definir ρpgq|Vr : Vr Ñ Vr, para
g P SUp2q e r “ 1, 2, . . . , n´ 1, como sendo o morfismo tal que o diagrama
Vr
ρpgq|Vr //
∆Vr

Vr
∆Vr

up2q τpgq //
TV

up2q
TV

H
Rφpgq
// H
(3.10)
é comutativo, onde as setas verticais ∆Vr : Vr Ñ up2q representam o mapa que envia
apiE11 ` iE22 ´ iE2r`1,2r´1 ´ iE2r`2,2r`2q`
`bpiE11 ´ iE22 ´ iE2r`1,2r`1 ` iE2r`2,2r`2q`
`cpE12 ´ E21 ´ E2r`1,2r`2 ` E2r`2,2r`1q`
´dpiE12 ` iE21 ´ iE2r`1,2r`2 ` iE2r`2,2r`1q P Vr,
a, b, c, d P R, na matriz ˜
pa` bqi c´ di
´c´ di pa´ bqi
¸
P up2q.
Para definir ρpgq|Wrs : Wrs Ñ Wrs, para g P SUp2q e 1 ď r ă s ď n, usaremos a
comutatividade do diagrama (3.9). Consideraremos a identificação ∆Wrs : Wrs Ñ glp2,Cq
que envia
a11pE2r´1,2s´1 ´ E2s´1,2r´1q ` b11piE2r´1,2s´1 ` iE2s´1,2r´1q
`a12pE2r´1,2s ´ E2s,2r´1q ` b12piE2r´1,2s ` iE2s,2r´1q
`a21pE2r,2s´1 ´ E2s´1,2rq ` b21piE2r,2s´1 ` iE2s´1,2rq
`a22pE2r,2s ´ E2s,2rq ` b22piE2r,2s ` iE2s,2rq P Wrs,
aij, bij P R, para a matriz˜
a11 ` b11i a12 ` b12i
a21 ` b21i a22 ` b22i
¸
P glp2,Cq.
Capítulo 3. A estrutura Quaterniônica Q na Variedade Homogênea SUp2nq{H 53
E, assim, o isomorfismo linear ρpgq|Wrs : Wrs Ñ Wrs fica definido como sendo o morfismo
tal que o diagrama
Wrs
∆Wrs

ρpgq|Wrs //Wrs
∆Wrs

glp2,Cq Lg //
TW

glp2,Cq
TW

H2
Rφpgq
// H2
(3.11)
é comutativo.
Segue imediatamente dos diagramas (3.10) e (3.11) que a representação ρ : SUp2q Ñ
GlpTx0 Mq é isomorfa à representação Rφ : SUp2q Ñ GlpHdq.
Lembremos que a representação adjunta Ad: SUp2nq Ñ Glpsup2nqq é dada por
conjugação de matrizes. Por isso, verifica-se (à partir das definições) que os subespaços Vr,
r “ 1, . . . , n´ 1, e Wrs, 1 ď r ă s ď n, são invariantes pela restrição de Ad: SUp2nq Ñ
Glpsup2nqq ao subgrupo H. Assim, o subespaço
c0 :“ p‘n´1r“1Vrq ‘ p‘1ďrďsďnWrsq
que é complementar à álgebra de Lie de K em sup2nq é também invariante pela represen-
tação adujunta de H em sup2nq. Isso implica, segundo a identicação de Tx0 M com c0, que
a representação de isotropia de H em Tx0 M coincide com a representação adjunta de H
em c0:
pdh2nqx0 “ Adph2nq “ Ch2n , h2n P H. (3.12)
Verifiquemos a comutatividade do diagrama (3.3). Segue de (3.12) que, para
todo
h2n “
¨˚
˚˝˚˚ h 0 ¨ ¨ ¨ 00 h ¨ ¨ ¨ 0
... ... . . . ...
0 0 ¨ ¨ ¨ h
‹˛‹‹‹‚P H, (3.13)
com h P SUp2q, os diagramas
Vr
∆Vr

pdh2nqx0 |Vr// Vr
∆Vr

up2q
Ch
// up2q
e Wrs
∆Wrs

pdh2nqx0 |Wrs//Wrs
∆Wrs

glp2,Cq
Lh
// glp2,Cq
são comutativos. Com isso, temos que os diagramas
Vr
∆Vr

pdh´12n qx0 |Vr// Vr
∆Vr

ρpgq|Vr // Vr
∆Vr

pdh2nqx0 |Vr// Vr
∆Vr

up2q
C´1
h
// up2q
τpgq
// up2q
Ch
// up2q
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e
Wrs
Wrs

pdh´12n qx0 |Wrs//Wrs
Wrs

ρpgq|Wrs //Wrs
Wrs

pdh2nqx0 |Wrs//Wrs
Wrs

glp2,Cq
Ch´1
// glp2,Cq
Lg
// glp2,Cq
Ch
// glp2,Cq
são comutativos para todos g, h P SUp2q e h2n P H como em (3.13). Desta forma, usando
as igualdades
Ch ˝ τpgq ˝ Ch´1 “ τphgh´1q
(Lemma 3.1.1) e
Ch ˝ Lg ˝ Ch´1 “ Lhgh´1 ,
devemos ter que os diagramas
Vr
∆Vr

pdh2nqx0 |Vr˝ρpgq|Vr˝pdh´12n qx0 |Vr// Vr
∆Vr

up2q
∆´1Vr

τphgh´1q // up2q
∆´1Vr

Vr
ρphgh´1q|Vr
// Vr
e
Wrs
∆Wrs

pdh2nqx0 |Wrs˝ρpgq|Wrs˝pdh´12n qx0 |Wrs//Wrs
∆Wrs

glp2,Cq
∆´1Wrs

Lhgh´1 // glp2,Cq
∆´1Wrs

Wrs
ρphgh´1q|Wrs
//Wrs
são comutativos. Logo, como a composição das setas verticais dos diagramas acima são os
mapas identidades, devemos ter que
pdh2nqx0 |Vr ˝ ρpgq|Vr ˝ pdh2nqx0 |Vr “ ρphgh´1q|Vr
e
pdh2nqx0 |Wrs ˝ ρpgq|Wrs ˝ pdh´12n qx0 |Wrs “ ρphgh´1q|Wrs ,
para todos g, h P SUp2q e h2n P H como em (3.13). Portanto,
pdh2nqx0 ˝ ρpgq ˝ pdh´12n qx0 “ ρphgh´1q,
para todos g, h P SUp2q e h2n P H como em (3.3), como queríamos.
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3.2 A Estrutura Quaterniônica Zx0
Seja Zx0 o subconjunto
tρpgq P GlpTx0Mq : g P SUp2q e g2 “ ´1u
de GlpTx0 Mq. Como mostraremos, segue do fato de ρ : SUp2q Ñ GlpTx0 Mq ser uma
representação isomorfa à representação Rφ : SUp2q Ñ GlpHdq que Zx0 é uma estrutura
quaterniônica em Tx0 M . Já a comutatividade de (3.3) implica que Zx0 é invariante pela
ação de H (definida em 2.15). Assim, pode-se obter uma estrutura quaterniônica em
M “ SUp2nq{H por meio do Corolário 2.3.1.
Lembremos que na construção da representação ρ na Subseção 3.1.5, tomamos
ρpgq : Tx0 M Ñ Tx0 M , para g P SUp2q, como sendo a soma direta das transformações
lineares ρpgq|Vr : Vr Ñ Vr e ρpgq|Wrs : Wrs Ñ Wrs definidas pelos diagramas (3.10) e (3.11).
Segue desta definição que o isomorfismo linear q0 : Hd Ñ Tx0 M definido pela igualdade
q0 “
ˆ
n´1à
r“1
p∆Vr ˝ TV q´1
˙
‘
˜ à
1ďrăsďn
p∆Wrs ˝ TW q´1
¸
(3.14)
completa o diagrama
Hd
Rφpgq //
q0

Hd
q0

Tx0 M ρpgq
// Tx0 M
(3.15)
para todo g P SUp2q. Além disso, segue dos diagramas (3.4) e (3.9) que
H
Cφph´1q //
q0

H
q0

Vr pdh2nqx0 |Vr
// Vr
e H
Rφphq //
q0

H
q0

Wrs pdh2nqx0 |Vr
//Wrs
(3.16)
são comutativos para todo h2n P H da forma (3.13).
Usaremos o lema a seguir no próximo capítulo:
Lema 3.2.1. Existe um mapa D : SUp2nq Ñ Glpd,Hq tal que o diagrama
Hd
Dphq˝Rφphq //
q0

Hd
q0

Tx0 M pdh2nqx0
// Tx0 M
é comutativo para todo h2n P H da forma (3.13).
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Demonstração. Pelos diagramas (3.16), o mapa D : SUp2q Ñ Glpd,Hq pode definido pela
igualdade
Dphq “
ˆ
n´1à
r“1
Lφph´1q
˙
‘
˜ à
1ďrăsďn
1
¸
, h P SUp2q.
Dado g P SUp2q tal que g2 “ ´1, segue, do diagrama (3.15) e da igualdade
(3.2), que
ρpgq2 “ pq0 ˝Rφpgq ˝ q´10 q2 “ q0 ˝ pRφpgqq2 ˝ q´10 “ q0 ˝Rφpg2q ˝ q´10 “ ´1.
Além disso, dados I e J P SUp2q tais que pI, Jq é uma estrutura hipercom-
plexa em C2, então, novamente pelo diagrama do diagrama (3.15), podemor concluir que
pRφpIq, RφpJqq é uma estrutura hipercomplexa em Hd e, consequentemente,
Zx0 “ taρpIq ` bρpJq ` cρpIJq : a, b, c P R e a2 ` b2 ` c2 “ 1u.
Com isso, concluimos que Zx0 é uma estrutra quaterniônica em Tx0 M .
Por fim, pelo diagrama (3.3), temos que se z “ ρpgq P Zx0 , com g P SUp2q e
g2 “ ´1, então
h2n ¨ z “ pdh2nq ˝ ρpgq ˝ pdh´12n q “ ρphgh´1q P Zx0 ,
para todo h2n P H e g P SUp2q. Logo, a condição (2.18) é satifeia.
3.3 Outras Escolhas para ρ : SUp2q Ñ GlpTx0Mq
A construção da representação ρ : SUp2q Ñ GlpTx0 Mq envolveu algumas
escolhas arbitrárias. Alterando algumas destas escolhas, podemos alterar não só a definição
de ρ mas também a sua imagem ρ
`
SUp2q˘. E, pela construção no Capítulo 2, alterando a
imagem ρ
`
SUp2q˘, obtemos estruturas quaterniônicas Q diferentes em M “ SUp2nq{H.
Nesta seção, apresentaremos algumas definições alternativas de ρ : SUp2q Ñ
GlpTx0 Mq partindo novamente dos princípios:
(I) Os subespaços Vr, r “ 1, . . . , n´ 1, e Wrs, 1 ď r ă s ď n, são invariantes por ρ;
(II) Tomamos, para cada r “ 1, . . . , n´ 1, a representação τ : SUp2q Ñ Gl `up2q˘q (veja
a definição no diagrama 3.5) tal que
(II.1) O diagrama
up2q Ch´1 //
τphgh´1q
77up2q
τpgq // up2q Ch // up2q
seja comutativo para todos g, h P SUp2q;
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(II.2) A representação τ seja isomorfa à representação Rφ : SUp2q Ñ GlpHq (veja a
definição desta representação na Subseção 3.1.2). Em particular, o diagrama
up2q τpgq //
TV

up2q
TV

H
Rφpgq
// H
é comutativo para todo g P SUp2q;
(III) Para cada r e s satisfazendo 1 ď r ă s ď n, definiremos uma representação
θrs : SUp2q Ñ Gl
`
glp2,Cq˘ tal que:
(III.1) O diagrama
glp2,Cq Ch´1 //
θrsphgh´1q
55
glp2,Cq θrspgq // glp2,Cq Ch // glp2,Cq
seja comutativo para todos g, h P SUp2q.
(III.2) A representação θrs é isomorfa à representação Rφ : SUp2q Ñ GlpH2q. Isto é,
para alguma identificação glp2,Cq Ñ H2, o diagrama
glp2,Cq θrspgq //

glp2,Cq

H2
Rφpgq
// H2
é comutativo para todo g P SUp2q.
Consideremos ρ : SUp2q Ñ GlpTx0Mq como sendo a representação definida de
modo que os diagramas
Vr
ρpgq|Vr //

Vr

sup2q
τpgq
// sup2q
e Wrs
ρpgq|Wrs //

Wrs

glp2,Cq
θrspgq
// glp2,Cq
sejam comutativos. As propriedades de τ e θrs descritas acima e esta definição de ρ são
o suficiente para que mostremos (como na Subseção 3.1.5) que ρ tem as propriedades
desejadas para definir uma estrutura quaterniônica em M como no Capítulo 2.
Para cada subespaço Wrs, podemos definir θrs : SUp2q Ñ Gl
`
glp2,Cq˘q como
sendo uma das seguintes representações:
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• Amultiplicação à esquerda: L : SUp2q Ñ Gl `glp2,Cq˘q onde a imagem Lg : glp2,Cq Ñ
glp2,Cq de g P SUp2q por L é descrita por
LgpBq “ gB, B P glp2,Cq;
• Amultiplicação à direita:R : SUp2q Ñ Gl `glp2,Cq˘q onde a imagemRg´1 : glp2,Cq Ñ
glp2,Cq de g P SUp2q por R é descrita por
Rg´1pBq “ Bg´1, B P glp2,Cq.
Por exemplo, se escolhermos, no caso n “ 3, θ12 “ θ23 “ L e θ13 “ R, teremos
que ρ : SUp2q Ñ GlpTx0 Mq será dada por
ρpgq
¨˚
˝ A1 ` A2 B12 B13´B˚12 ´A1 B23
´B˚13 ´B˚23 ´A2
‹˛‚“
¨˚
˝ τpgqpA1 ` A2q gB12 B13g
´1
´pgB12q˚ ´τpgqpA1q gB23
´pB13g´1q˚ ´pgB23q˚ ´τpgqA2
‹˛‚,
para todos A1, A2 P up2q e B12, B13 e B23 P glp2,Cq.
É imediato verificar que os subespaços de glp2,Cq invariantes irredutíveis pela
representação L são #˜
a 0
b 0
¸
P glp2,Cq : a, b P C
+
e #˜
0 c
0 d
¸
P glp2,Cq : c, d P C
+
.
Por outro lado, os subespaços de glp2,Cq invariantes irredutíveis pela representação R são#˜
a b
0 0
¸
P glp2,Cq : a, b P C
+
e #˜
0 0
c d
¸
P glp2,Cq : c, d P C
+
.
Com isso, podemos concluir que para cada escolha de θrs teremos decomposições diferentes
de Wrs como soma direta de subespaços invariantes irredutíveis por ρ. Desta forma, a
imagem ρpSUp2qq varia de acordo com as escolhas das representações θrs.
Por fim, devemos mostrar que θrs “ R atende ao princípio (III) do começo
desta seção (assim como fizemos para θrs “ L na seção anterior).
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A comutatividade do diagrama
glp2,Cq Ch´1 //
Rphgh´1q´1
55
glp2,Cq Rg´1 // glp2,Cq Ch // glp2,Cq,
para todos g e h P SUp2q, segue trivialmente da definição da representação R : SUp2q Ñ
Glpglp2,Cqq.
A transformação linear TW : glp2,Cq Ñ H2 definida por
TW
˜˜
x1 ` y1i z1 ´ w1i
´z1 ´ w1i x1 ´ y1i
¸
` i
˜
x2 ` y2i z2 ´ w2i
´z2 ´ w2i x2 ´ y2i
¸¸
“ px1 ´ y1i´ z1j ´ w1k, x2 ´ y2i´ z2j ´ w2kq,
para xi, yi, zi e wi P R, é um isomorfismo linear. Além disso, TW é um isomorfismo entre
as representações R : SUp2q Ñ Glpglp2,Cqq e Rφ : SUp2q Ñ GlpTx0 Mq. Deixaremos para
a Subseção 3.4.4 a verificação da comutatividade do diagrama
glp2,Cq Rg´1 //
TW

glp2,Cq
TW

H2
Rφpgq
// H2
(3.17)
para todo g P SUp2q.
3.4 Apêndice: Algumas Verificações Omitidas
3.4.1 Apêndice: Verificação da Equação (3.2)
Sejam
I “
˜
i 0
0 ´i
¸
, J “
˜
0 1
´1 0
¸
e K “
˜
0 ´i
´i 0
¸
P SUp2q. (3.18)
Verifica-se a tabela de multiplicação
I J K
I ´12ˆ2 ´K J
J K ´12ˆ2 ´I
K ´J I ´12ˆ2
(3.19)
Além disso, pela definição de φ : SUp2q Ñ S3, temos que
φpa12ˆ2 ` bI ` cJ ` dKq “ a` bi` cj ` dk,
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onde a, b, c, d P R satisfazem a2 ` b2 ` c2 ` d2 “ 1.
Dados
g “
˜
a1 ` b1i c1 ´ d1i
´c1 ´ d1i a1 ´ b1i
¸
e h “
˜
a2 ` b2i c2 ´ d2i
´c2 ´ d2i a2 ´ b2i
¸
P SUp2q,
temos que
φpghq “ φ
´
pa112ˆ2 ` b1I ` c1J ` d1Kqpa212ˆ2 ` b2I ` c2J ` d2Kq
¯
“ φ
´
pa1a2 ´ b1b2 ´ c1c2 ´ d1d2q12ˆ2`
`pa1b2 ` b1a2 ´ c1d2 ` d1c2qI
`pa1c2 ` b1d2 ´ c1ca2 ´ b1d2qJ
`pa1d2 ´ b1c2 ` c1b2 ` d1akqK
¯
“ pa1a2 ´ b1b2 ´ c1c2 ´ d1d2q`
`pa1b2 ` b1a2 ´ c1d2 ` d1c2qi
`pa1c2 ` b1d2 ´ c1ca2 ´ b1d2qj
`pa1d2 ´ b1c2 ` c1b2 ` d1akqk
“ pa2 ` b2i` c2j ` d2kqpa1 ` b1I ` c1j ` d1kq
“ φpa212ˆ2 ` b2I ` c2J ` d2Kqφpa112ˆ2 ` b1I ` c1J ` d1Kq
“ φphqφpgq.
3.4.2 Apêndice: Verificação da Comutatividade do Diagrama (3.4)
Consideremos novamente I, J e K P SUp2q como em (3.18).
Seja
h “
˜
a` bi c´ di
´c´ di a´ bi
¸
P SUp2q.
Temos as igualdades
h “ a12ˆ2 ` bI ` cJ ` dK
e
h´1 “ a12ˆ2 ´ bI ´ cJ ´ dK.
Como
up2q “ spanRti12ˆ2, I, J,Ku,
basta verificarmos que
TV ˝ ChpXq “ Cφph´1q ˝ TV pXq,
para X “ i12ˆ2, I, J , K, para concluirmos que o diagrama (3.4) é comutativo.
No caso X “ i12ˆ2, temos imediatamente que
TV ˝ Chpi12ˆ2q “ TV pi12ˆ2q “ 1 “ Cφph´1qp1q “ Cφph´1q ˝ TV pi12ˆ2q.
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Nos demais casos, podemos fazer uso da tabela de multiplicação (3.19). De
fato,
ChpIq “ pa12ˆ2 ` bI ` cJ ` dKqpIqpa12ˆ2 ´ bI ´ cJ ´ dKq
“ pa2 ` b2 ´ c2 ´ d2qI ` 2pbc´ adqJ ` 2pac` bdqK,
ChpJq “ pa12ˆ2 ` bI ` cJ ` dKqpJqpa12ˆ2 ´ bI ´ cJ ´ dKq
“ 2pad` bcqI ` pa2 ` c2 ´ b2 ´ d2qJ ` 2pcd´ abqK
e
ChpKq “ pa12ˆ2 ` bI ` cJ ` dKqpKqpa12ˆ2 ´ bI ´ cJ ´ dKq
“ 2pbd´ acqI ` 2pab` cdqJ ` pa2 ` d2 ´ b2 ´ c2qK.
Assim,
TV ˝ ChpIq “ pa2 ` b2 ´ c2 ´ d2qi` 2pbc´ adqj ` 2pac` bdqk,
TV ˝ ChpJq “ 2pad` bcqi` pa2 ` c2 ´ b2 ´ d2qj ` 2pcd´ abqk
e
TV ˝ ChpKq “ 2pbd´ acqi` 2pab` cdqj ` pa2 ` d2 ´ b2 ´ c2qk.
Por outro lado, utilizando-se a tabela de multiplicação da tripla pi, j, kq em H
temos que
Cφph´1q ˝ TV pIq “ pa´ bi´ cj ´ dkqpiqpa` bi` cj ` dkq
“ pa2 ` b2 ´ c2 ´ d2qi` 2pbc´ adqj ` 2pac` bdqk,
Cφph´1q ˝ TV pJq “ pa´ bi´ cj ´ dkqpjqpa` bi` cj ` dkq
“ 2pad` bcqi` pa2 ` c2 ´ b2 ´ d2qj ` 2pcd´ abqk
e
Cφph´1q ˝ TV pKq “ pa´ bi´ cj ´ dkqpkqpa` bi` cj ` dkq
“ 2pbd´ acqi` 2pab` cdqj ` pa2 ` d2 ´ b2 ´ c2qk.
Portanto, o diagrama (3.4) é comutativo.
3.4.3 Verificação da Comutatividade do Diagrama (3.9)
Considere novamente
I “
˜
i 0
0 ´i
¸
, J “
˜
0 1
´1 0
¸
e K “
˜
0 ´i
´i 0
¸
P SUp2q.
Denotemos por ∆ o subespaço
spanRt12ˆ2, I, J,Ku
de glp2,Cq. Observe que ∆ “ R ¨ SUp2q. Além disso, se g P SUp2q e B P ∆ então gB P ∆.
Podemos definir um mapa φ˜ : ∆ Ñ H por
φ˜pa12ˆ2 ` bI ` cJ ` dKq “ a` bi` cj ` dk, a, b, c, d P R.
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A restrição de φ ao subconjunto SUp2q de ∆ é o mapa φ : SUp2q Ñ H. De modo análogo
ao que foi feito na Subseção 3.4.1, prova-se que
φ˜pB1B2q “ φ˜pB2qφ˜pB1q, B1, B2 P ∆.
É fácil verificar a decomposição
glp2,Cq “ ∆‘R i∆.
sobre R.
Segue da definição de TL : glp2,Cq Ñ H2 que
TW
`px112ˆ2 ` y1I ` z1J ` w1Kq ` ipx212ˆ2 ` y2I ` z2J ` w2Kq˘
“ px1 ` y1i` z1j ` w1k, x2 ` y2i` z2j ` w2kq,
onde x1, y1, z1, w1, x2, y2, z2, w2 P R. Assim,
TW pB1 ` iB2q “
`
φ˜pB1q, φ˜pB2q
˘
, B1, B2 P ∆.
Desta forma, dados g P SUp2q e B1 ` iB2 P glp2,Cq, com B1 e B2 P ∆, segue
que
TW ˝ LgpB1 ` iB2q “ TL
`pgB1q ` ipgB2q˘
“ `φ˜pgB1q, φ˜pgB2q˘
“ `φ˜pB1qφ˜pgq, φ˜pB2qφ˜pgq˘
“ Rφpgq
`
φ˜pB1q, φ˜pB2q
˘
“ Rφpgq ˝ TLpB1 ` iB2q.
Com isso, podemos concluir que o diagrama (3.9) é comutativo para todo g P SUp2q.
3.4.4 Verificação da Comutatividade do Diagrama (3.17)
Considere novamente
I “
˜
i 0
0 ´i
¸
, J “
˜
0 1
´1 0
¸
e K “
˜
0 ´i
´i 0
¸
P SUp2q.
e
∆ “ spanRt12ˆ2, I, J,Ku Ă glp2,Cq
como na Subseção 3.4.3. Observe que ∆ “ R ¨ SUp2q e, por isso, se g P SUp2q e B P ∆
então gB P ∆. Além disso, temos a decomposição
glp2,Cq “ ∆‘R i∆.
sobre R.
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Podemos estender o mapa φ : SUp2q Ñ S3 para um mapa φ˜ : ∆ Ñ H por
φ˜pa12ˆ2 ` bI ` cJ ` dKq “ a` bi` cj ` dk, a, b, c, d P R.
De modo análogo ao que foi feito na Subseção 3.4.1, prova-se que
φ˜pB1B2q “ φ˜pB2qφ˜pB1q, B1, B2 P ∆.
Denotemos por α o número quaterniônico conjugado de α P H. Ou seja, α é a
imagem do automorfismo R-linear HÑ H dado por
x` yi` zj ` wk “ x´ yi´ zj ´ wk, x, y, z, w P R.
Verficam-se as igualdades
α ¨ β “ β ¨ α, α, β P H,
e
α “ α´1, α P S3.
Segue da definição de TW : glp2,Cq Ñ H2 que
TW
`px112ˆ2 ` y1I ` z1J ` w1Kq ` ipx212ˆ2 ` y2I ` z2J ` w2Kq˘
“ px1 ´ y1i´ z1j ´ w1k, x2 ´ y2i´ z2j ´ w2kq,
onde x1, y1, z1, w1, x2, y2, z2, w2 P R. Assim,
TW pB1 ` iB2q “
´
φ˜pB1q, φ˜pB2q
¯
, B1, B2 P ∆.
Desta forma, dados g P SUp2q e B1 ` iB2 P glp2,Cq, com B1 e B2 P ∆, segue
que
TW ˝Rg´1pB1 ` iB2q “ TR
`pB1g´1q ` ipB2g´1q˘
“
´
φ˜pB1g´1q, φ˜pB2g´1q
¯
“
´
φ˜pgq´1 ¨ φ˜pB1q, φ˜pgq´1φ˜pB2q
¯
“
´
φ˜pB1q ¨ φ˜pgq´1, φ˜pB2q ¨ φ˜pgq´1
¯
“
´
φ˜pB1q ¨ φ˜pgq, φ˜pB2q ¨ φ˜pgq
¯
“ Rφpgq
´
φ˜pB1q, φ˜pB2q
¯
“ Rφpgq ˝ TW pB1 ` iB2q.
Com isso, podemos concluir que o diagrama (3.17) é comutativo para todo g P SUp2q.
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4 Redutibilidade da Estrutura Quaterniônica
QÑM
O objetivo deste capítulo é provar que a estrutura quaterniônicaQÑ SUp2nq{H
do Capítulo 3 não pode ser reduzia à uma estrutura hipercomplexa em SUp2nq{H.
4.1 Reduções e Fibrados Associados
Se R é um subgrupo de um grupo S, dizemos que P0 é um R-subespaço principal
de um S-espaço principal Q0 de grupo estrutural S se P0 é um subconjunto de Q0 fechado
pela restrição da ação de S ao subgrupo R.
Denotemos por pI0, J0q a estrutura hipercomplexas canônica em Hd e por Z0 a
estrutura hipercomplexa canônica em Hd (ref. Seção 1.1)
Seja V um espaço vetorial de dimensão real 4d munido de uma estrutura
quaterniônica Z. O espaço principal
FrpHd, V, Zq :“ tq P FrpHd, Eq : q´1 ˝ Z ˝ q “ Z0u,
de grupo estrutural Glpd,Hq ¨ Spp1q, possui infinitos Glpd,Hq-subespaços. À saber, dada
uma estrutura hipercomplexa pI, Jq em V tal que
Z “ ZpI, Jq “ taI ` bJ ` aIJ : a, b, c P R e a2 ` b2 ` c2 “ 1u
o subconjunto
FrpHd, V, I, Jq :“ tq P FrpHd, V q : I ˝ q “ q ˝ I0 e J ˝ q “ q ˝ J0u
é um Glpd,Hq-subespaço principal de FrpHd, V, Zq. Além disso, para cada par de vetores
ortonormais pa1, b1, c1q, pa2, b2, c2q P R3, o par
pI 1, J 1q :“ pa1I ` b1J ` c1IJ, a2I ` b2J ` c2IJq
é também uma estrutura hipercomplexa em V (veja a demonstração do Lema 1.1.2)
induzindo um Glpd,Hq-subpesço principal FrpHd, V, I 1, J 1q de FrpHd, V, Zq. Reciprocamente,
todo Glpd,Hq-subespaço principal P de M é igual ao conjunto FrpHd, V, I, Jq, onde
pI, Jq “ pq ˝ I0 ˝ q´1, q ˝ J0 ˝ q´1q,
para todo q P P .
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Suponhamos que R é um subgrupo de Lie de um grupo de Lie S. Dizemos
que um S-fibrado principal Π: QÑM é R-redudível se existir um subfibrado principal
P ÑM de Π: QÑM com grupo estrutural R. Isto é, QÑM é R-redutível se Q admitir
uma subvaridade (mergulhada) P de tal que cada fibra
Px :“ Π´1pxq X P, x PM,
seja um R-subespaço principal do S-espaço principal Qx :“ Π´1pMq. Neste caso, dizemos
que P Ñ M é uma R-redução de Π: QÑ M . Em particular, uma S-estrutura em uma
variedade M de dimensão n é uma S-redução do GlpRnq-fibrado principal FrpRn|TMq Ñ
M ao subgrupo de Lie S de GlpRnq.
Vimos nas Proposições 1.4.1 e 1.4.2 que:
• As Glpd,Hq ¨ Spp1q-estruturas de uma variedade M de dimensão 4d são da forma
FrpHd|TM,Zq ÑM,
para alguma estrutura quase quaterniônica Z em M , onde a fibra sobre o ponto x
de M é o Glpd,Hq ¨ Spp1q-espaço principal FrpHd,TxM,Zxq;
• As Glpd,Hq-estruturas de uma variedade M de dimensão 4d são da forma
FrpHd|TM, I, Jq ÑM,
para alguma estrutura quase hipercomplexa pI, Jq em M , onde a fibra sobre o ponto
x de M é o Glpd,Hq-espaço principal FrpHd,TxM, Ix, Jxq.
Com isso, concluimos que se uma Glpd,Hq ¨ Spp1q-estrutura FrpHd|TM,Zq Ñ M , onde
Z é uma estrutrua quase quaterniônica em M , admitir uma Glpd,Hq-redução P Ñ M ,
então P “ FrpHd|TM, I, Jq para algum estrutra quase hipercomplexa pI, Jq em M com
FrpHd,TxM, Ix, Jxq sendo um Glpd,Hq-subspaço principal de FrpHd,TxM,Zxq para todo
x PM . Além disso, devemos ter que os mapas
Ix “ q ˝ I0 ˝ q´1 e Jx “ q ˝ J0 ˝ q´1, q P FrpHd,TxM, Ix, Jxq,
pertencem à estrutura quaterniônica Zx, para todo x PM . Isto é, a estrutura quaterniônica
Zx e a estrutura hipercomplexa pIx, Jxq se relacionam pela igualdade
Zx “ taIx ` bJx ` cIxJx : a, b, c P R e a2 ` b2 ` c2 “ 1u. (4.1)
Pela própria definição, uma estrutura quase quaterniônica Z é descrita local-
mente por estruturas hipercomplexas pIα, Jαq definidas em abertos Uα (como na equação
(4.1)) de uma cobertura aberta de M . Novamente pela Proposição 1.4.1, concluimos que
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se uma destas estruturas quase hipercomplexas defindas em um aberto de M se estende
à uma estrutura quase hipercomplexa pI, Jq em M então FrpHd|TM,Zq ÑM admite a
Glpd,Hq-redução FrpHd|TM, I, Jq ÑM . Portanto, uma estrutura quase quaterniônica Z
e uma varidade M é descrita por uma estrutura quase hipercomplexa em M se e somente
se a Glpd,Hq ¨ Spp1q-estrutura FrpHd|TM,Zq ÑM admitir uma Glpd,Hdq-redução.
Sejam S um grupo de Lie e R um subgrupo de Lie normal de S. Lembremos
que o fibrado associado Q ˆs pS{Rq Ñ M de um S-fibrado principal Q Ñ M é um
pS{Rq-fibrado principal tal que
• A fibra Qx ˆs pS{Rq sobre um ponto x PM é o conjunto das classes de equavalência
rq, sRs :“ tpqs1, ps1q´1sRq P Qx ˆ pS{Rq : s1 P Su,
onde q varia na fibra Qx de QÑM sobre x e sR varia em S{R.
• A ação de um elemento sR de S{R no espaço total Qˆs pS{Rq é dada pela igualdade
rq, s1Rs ¨ psRq “ rq, s1sRs.
Proposição 4.1.1. Sejam Q Ñ M um fibrado principal de grupo estrutural S e R um
subgrupo de Lie normal de S. Se o fibrado principal QÑM admitir uma R-redução então o
fibrado associado QˆS pS{Rq ÑM é isomorfo ao fibrado principal trivial MˆpS{Rq ÑM .
Demonstração. Veja o Teorema 2.3 na página 74 de (HUSEMOLLER; HUSEMÖLLER,
1994).
Concluiremos que a S-estrutura quaterniônica Q Ñ SUp2nq{H (onde S “
Glpd,Hq ¨ Spp1q) do Capítulo 3 não admite uma Glpd,Hq-redução mostrando que o fibrado
associado QˆS pS{Glpd,Hqq Ñ SUp2nq{H não é trivializável.
4.2 O Fibrado SUp2nq{t˘1u ÑM
Seja QÑM a S-estrutura construida no Capítulo 3, onde
• H é o subgrupo de SUp2nq formado pelas matrizes da forma¨˚
˚˝˚˚ h 0 . . . 00 h . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . h
‹˛‹‹‹‚, h P SUp2q;
• M é o espaço homogêneo SUp2nq{H;
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• S é o subgrupo Glpd,Hq ¨ Spp1q de GlpHdq.
O grupo H contém o subgrupo t˘1u de SUp2nq, onde 1 denota a matriz
identidade contida em SUp2nq. Por isso, podemos definir um mapa pi : SUp2nq{t˘1u ÑM
pela igualdade
pipgt˘1uq “ gH, g P SUp2nq.
Além disso, verifica-se que pi é uma submersão suave.
A multiplicação à direita pelo subgrupo H{t˘1u de SUp2nq{t˘1u faz de
pi : SUp2nq{t˘1u ÑM um fibrado principal de grupo estrutural H{t˘1u.
Na Seção 4.4, será provada a seguinte afirmação:
Afirmação 1: O fibrado SUp2nq{t˘1u Ñ M não é isomorfo ao fibrado trivial M ˆ
pH{t˘1uq ÑM .
Nesta seção, demonstraremos a afirmação:
Afirmação 2: O fibrado SUp2nq{t˘1u Ñ M é isomorfo ao fibrado associado P Ñ M ,
onde P “ QˆS
`
S{Glpd,Hq˘.
Pelas Afirmações 1 e 2 e pela Proposição 4.1.1, podemos concluir que a estrutura
quaterniônica QÑM não admite uma Glpd,Hq-redução.
Provemos a Afirmação 2.
Consideremos o mapa1 φ : SUp2q Ñ S3 é o mapa suave definido em 3.1. Como
φ é uma bijeção suave tal que
φph1h2q “ φph2qφph1q, h1, h2 P SUp2q,
verifica-se que o mapa
h P SUp2q Ñ Rφphq P Spp1q (4.2)
(onde Rα : Hd Ñ Hd denota a multiplicação à direita por α P S3 Ă H) é um isomorfismo
de grupos de Lie.
A seguir denotaremos a classe lateral αGlpd,Hq do elemento α P S por α.
Como Glpd,Hq X Spp1q “ t˘1u, o mapa
α P Spp1q Ñ α P S{Glpd,Hq
é um homomorfismo de grupos com núcleo igual à t˘1u. Assim, a composição do isomor-
fismo (4.2) com o mapa acima é um homorfismo de grupos de Lie
h P SUp2q Ñ Rφphq P S{Glpd,Hq
1 Lembremos que S3 denota os numeros quaterniônicos de norma 1.
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cujo núcleo é o subgrupo t˘1u de SUp2q. Com isso, podemos definir um isomorfismo de
grupos de Lie F0 : H{t˘1u Ñ S{Glpd,Hq por
F0ph2nt˘1uq “ Rφphq,
onde
h2n “
¨˚
˚˝˚˚ h 0 . . . 00 h . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . h
‹˛‹‹‹‚P H Ñ Rφphq P S{Glpd,Hq (4.3)
Seja x0 o ponto 1H de M e q0 : Hd Ñ Tx0 M o referencial (pertencente à Q)
definido em (3.14).
Mostraremos que o mapa F : SUp2nq{t˘1u Ñ P , definido por
F pgt˘1uq “ rg ¨ q0, 1s, g P SUp2nq, (4.4)
é um isomorfismo de fibrados principais sobre M cujo isomorfismo de grupos de Lie
subjacente é F0 : H{t˘1u Ñ S{Glpd,Hq, i.e.
F py ¨ lq “ F pyq ¨ F0plq, y P SUp2nq{t˘1u e l P H{t˘1u. (4.5)
Como ´1 P H, a ação ´1: M ÑM do elemento ´1 P SUp2nq em M é o mapa
identidade. Assim,
p´1q ¨ q0 “ pdp´1qqx0 ˝ q0 “ 1Tx0 M ˝ q0 “ q0
(onde 1Tx0 M : Tx0 M Ñ Tx0 M é o mapa identidade). Desta forma, para todo g P SUp2nq,
rp´gq ¨ q0, 1s “ rg ¨ pp´1q ¨ q0q, 1s “ rg ¨ q0, 1s.
Por isso, o mapa F : SUp2nq{t˘1u Ñ P fica bem definido pela igualdade (4.4).
Seja h2n P H da forma (4.3), com h P SUp2q. Pelo Lema 3.2.1, existe um mapa
D : SUp2nq Ñ Glpd,Hq tal que
h2n ¨ q0 “ q0 ˝Dphq ˝Rφphq.
Assim, dado g P SUp2nq,
F
´`
gt˘1u˘ ¨ `h2nt˘1u˘¯ “ rpgh2nq ¨ q0, 1s
“ rg ¨ pq0 ˝Dphq ˝Rφphqq, 1s
“ rg ¨ q0, Dphq ˝Rφphqs
“ rg ¨ q0, 1s ¨Rφphq
“ F`gt˘1u˘ ¨ F0ph2nq.
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Logo, a igualdade (4.5).
Agora, só nos resta provar que F é suave.
Como nas Subseções 2.2.1 e 2.2.2, consideremos o subconjunto W c0 de sup2nq e
a cobertura aberta tUgugPSUp2nq de M e as seções sg,q0 : Ug Ñ Q, g P SUp2nq, dadas por
sg,q0
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q
˘ “ g ¨ pexppXq ¨ q0q, X P W c0 .
Para cada g P SUp2nq, verifica-se que o mapa rg : Ug Ñ SUp2nq{t˘1u, definido
pela igualdade
rg
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q
˘ “ g exppXqt˘1u, X P W c0 ,
é uma seção local suave de pi : SUp2nq{t˘1u ÑM .
Com isso, temos que os mapas
sˆg,q0 : Ug ˆ
`
S{Glpd,Hq˘Ñ P |Ug
e
rˆg : Ug ˆ pH{t˘1uq Ñ
`
SUp2nq{t˘1u˘|Ug
dados por
sˆg,q0
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q, α
˘ “ rg ¨ pexppXq ¨ x0q, αs, X P W c0 , α P S,
e
rˆg
`
g ¨ pexppXq ¨ x0q, h2nt˘1u
˘ “ g exppXqh2nt˘1u, X P W c0 , h2n P H,
são difeomorfismos, para cada g P SUp2nq.
Desta forma, dados X P W c0 e h2n P H como em (4.3), temos que
sˆ´1g,q0 ˝ F ˝ rˆg
´
g ¨ ` exppXq ¨ x0˘, ht˘1u¯ “ sˆ´1g,q0 ˝ F pg exppXqh2nt˘1uq
“ sˆ´1g,q0
”`
g exppXqh2n
˘ ¨ q0, 1ı
“ sˆ´1g,q0
”`
g exppXq˘ ¨ `q0 ˝Dphq ˝Rφphq˘, 1ı
“ sˆ´1g,q0
”`
g exppXq˘ ¨ q0, Dphq ˝Rφphqı
“ sˆ´1g,q0
”`
g exppXq˘ ¨ q0, Rφphqı
“
´
g ¨ ` exppXq ¨ x0˘, Rφphq¯.
Com isso, concluimos que sˆ´1g,q0 ˝ F ˝ rˆg : Ug ˆ pH{t˘1uq Ñ Ug ˆ pS{Glpd,Hq é um mapa
suave e, consequentemente, a restrição de F ao aberto pSUp2nq{t˘1uq|Ug é suave. Como
g P SUp2nq é arbitrário, concluimos que F é suave.
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4.3 O Homomorfismo de Weil
Definição 4.3.1 (Mapas Invariantes). Sejam S um grupo de Lie e s sua álgebra de Lie.
Dizemos que um mapa k-multilinear simétrico
f : sˆ sˆ ¨ ¨ ¨ ˆ sÑ R
é chamado de S-invariante se
f
`
AdpαqX1,AdpαqX2, . . . ,AdpαqXk
˘ “ fpX1, X2, . . . , Xkq, α P S, Xi P s,
onde Ad: S Ñ Glpsq denota a representação adjunta de S. O conjunto dos mapas k-
multilineares simétricos S-invariantes sk Ñ R será denotado por IkpSq.
Nos exemplos a seguir, κ : sup2q ˆ sup2q Ñ R denota a forma de Cartan-Killing
da álgebra de Lie sup2q.
Exemplo 4.3.1. Seja Uθ o subgrupo de SUp2nq formado pelas matrizes da forma¨˚
˚˝˚˚ h1 0 . . . 00 h2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . hn
‹˛‹‹‹‚, (4.6)
com hi P Up2q e detph1q. ¨ ¨ ¨ . detphnq “ 1. A álgebra de Lie LiepUθq de Uθ é a subálgebra
de sup2nq formada pelas matrizes da forma¨˚
˚˝˚˚ X1 0 . . . 00 X2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . Xn
‹˛‹‹‹‚, (4.7)
com Xi P up2q e
nÿ
i“1
trXi “ 0. Consideremos a projeção τ1 : LiepUθq Ñ sup2nq, dada por
τ1pXq “ X1 ´ trpX1q2 12ˆ2, (4.8)
para todo X P LiepUθq da forma (4.7). É fácil verificar que
τ1
`
AdphqX˘ “ Adph1q`X1 ´ trpX1q12ˆ2˘,
para todo h P Uθ da forma (4.6) e X P LiepUθq da forma (4.7), onde Adph1q : sup2q Ñ sup2q
é a imagem de h1 P SUp2q pela representação adjunta Ad: SUp2q Ñ Gl
`
sup2q˘. Assim, o
mapa f1 : LiepUθq ˆ LiepUθq Ñ R, dado por
f1pX, Y q “ κpτ1pXq, τ1pY qq, X, Y P LiepUθq,
Capítulo 4. Redutibilidade da Estrutura Quaterniônica QÑM 71
é bilinear simétrico Uθ-invariante. De fato, para todos X, Y P LiepUθq e h P Uθ, valem as
igualdades
f1
`
AdphqX,AdphqY ˘ “ κ´τ1`AdphqX˘, τ1`AdphqY ˘¯
“ κ
´
Adph1q
`
X1 ´ trpX1q12ˆ2
˘
,Adph1q
`
Y1 ´ trpY1q12ˆ2
˘¯
“ κ`X1 ´ trpX1q12ˆ2, Y1 ´ trpY1q12ˆ2˘
“ κ`τ1pXq, τ1pY q˘
“ f1pX, Y q.
Exemplo 4.3.2. Seja H o subgrupo de SUp2nq formado pelas matrizes da forma¨˚
˚˝˚˚ h1 0 . . . 00 h1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . h1
‹˛‹‹‹‚, (4.9)
com h P SUp2q. A álgebra de Lie h de H é a subálgebra de sup2nq formada pelas matrizes
da forma ¨˚
˚˝˚˚ X1 0 . . . 00 X1 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . X1
‹˛‹‹‹‚, (4.10)
com X1 P sup2q. Consideremos a projeção τ2 : hÑ sup2q, dada por
τ2pXq “ X1,
para todos X P h da forma (4.10). De modo análogo ao exemplo anterior, pode-se verificar
que o mapa f2 : hˆ hÑ R dado por
f2pX, Y q “ κpτ2pXq, τ2pY qq, X, Y P h,
é bilinear simétrico H-invariante.
Exemplo 4.3.3. Seja H o subgrupo de SUp2nq como no Exemplo 4.3.2. Consideremos o
grupo H{t˘1u. Como t˘1u é um subgrupo discreto, podemos identificar a álgebra de Lie
LiepH{t˘1uq de H{t˘1u com a álgbra de Lie h “ LiepHq. Denotemos por Ad: H Ñ Glphq
e Ad: H{t˘1u Ñ Glphq as representações adjuntas de H e H{t˘1u, respectivamente. Com
a identificação de h com LiepH{t˘1uq, temos a seguinte relação
Adpht˘1uqX “ AdphqX, h P H,X P h.
Como no Exemplo 4.3.2, podemos definir um mapa f3 P I2pH{t˘1uq pela igualdade
f3pX, Y q “ κpτ2pXq, τ2pY qq, X, Y P h.
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Seja P ÑM um fibrado principal de grupo estrutural G e com uma conexão
cuja forma de curvatura é Ω: TP ˆTP Ñ LiepGq. Dado f P IkpGq podemos definir uma
2k-forma suave fpΩq em P pela equação
fpΩqpX1, . . . , X2kq “ 1p2kq!
ÿ
σ
p´1qσf`ΩpXσp1q, Xσp2qq, . . . ,ΩpXσp2k´1q, Xσp2kqq˘, Xi P Tp P,
(4.11)
onde o somatório é indexado pelos elementos σ do grupo de permutações de t1, . . . , 2ku e
p´1qσ denota o sinal da permutação σ.
Teorema 4.3.1. Suponhamos que Π: P ÑM seja fibrado principal de grupo estrutural
G e f P IkpGq seja um mapa k-linear invariante por G. Então,
(I) Seja Ω a forma de curvatura de uma conexão de Π: P Ñ M . A 2k-forma fpΩq
definida por (4.11) se projeta em M . Isto é, existe uma única 2k-forma fpΩq em M
tal que
fpΩq “ Π˚fpΩq;
(II) A classe de cohomologia de De Rham da 2k-forma fpΩq em M não depende da
escolha da conexão no fibrado Π: P ÑM .
Um prova completa do teorema acima pode ser encontrada no Capítulo XII de
(KOBAYASHI; NOMIZU, 1963)).
Observação 4.3.1. O item (I) do Teorema 4.3.1 implica que fpΩq determina (por ser uma
2k-forma fechada) uma classe de cohomlogia Wpfq de M (i.e. um elemento da álgebra de
Cohomologia H˚pM,Rq). Já o item (II) implica que a classe de cohomologiaWpfq de fpΩq
não depende de Ω (ou seja, não depende da escolha da conexão no fibrado Π: P ÑM).
Com isso, podemos definir um mapa cujo domínio é a soma direta IpGq “ ‘8k“0IkpGq
e o contra domínio é a álgebra H˚pM ;Rq das classes de cohomologia da variedade M
da seguinte maneira: para cada f P IkpGq associa-se a classe de cohomologia Wpfq da
2k-forma fpΩq em M . Tal mapa W : IpGq Ñ H˚pM ;Rq é conhecido como homomorfismo
de Weil.
Suponhamos que o fibrado principal Π: P ÑM , de grupo estrutural G, seja
trivializável. Isto implica que Π: P ÑM admite uma conexão2 cuja forma de curvatura
Ω é identicamente nula. Isso implica que, dado f P IkpGq, a imagem Wpfq de f pelo
homomorfismo de Weil é a classe de cohomologia forma fechada identicamente nula fpΩq.
Ou seja, a imagem do homomorfismo de Weyl do fibrado Π: P Ñ M é nula. Com isso,
podemos concluir o corolário a seguir:
Corolário 4.3.1. Um fibrado principal não é trivializável se seu homomorfismo de Weil
tem imagem não nula.
2 Induzida pela conexão trivial em M ˆGÑM .
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4.4 Demonstração da Afirmação 1
Nesta seção denotaremos por:
• H o subgrupo de SUp2nq formado pelas matrizes da forma¨˚
˚˝˚˚ A 0 . . . 00 A . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . A
‹˛‹‹‹‚, A P SUp2q;
• Uθ o subgrupo parabólico de SUp2nq formado pelas matrizes da forma¨˚
˚˝˚˚ A1 0 . . . 00 A2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . An
‹˛‹‹‹‚, Ai P Up2q,
com detpA1q ¨ detpA2q ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ detpAnq “ 1.
• M a variedade homogênea SUp2nq{H de dimensão 4d;
• x0 o ponto 1 ¨H de M ;
• N a variedade homogênea SUp2nq{Uθ
• y0 o ponto 1 ¨ Uθ de N ;
• QÑM a estrutura quaterniônica construida no Capítulo 3;
• SUp2nq{t˘1u ÑM o fibrado principal da Seção 4.2.
Consideraremos as estruturas de fibrados principais para os mapas quocientes
piH : SUp2nq ÑM e piθ : SUp2nq Ñ N com grupos estruturais H e Uθ, respectivamente.
Na subseção 4.4.2 demonstraremos os seguintes lemas:
Lema 4.4.1. Sejam f1 P I2pUθq, f2 P I2pHq e f3 P I2pH{t˘1uq como nos Exemplos
4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3, respectivamente. Existem conexões nos fibrados piH : SUp2nq Ñ M ,
piθ : SUp2nq Ñ N e SUp2nq{t˘1u ÑM , respectivamente, cujas formas de curvatura Ω1,
Ω2 e Ω3 satisfazem
q˚
`
f 1pΩ1q
˘ “ f 2pΩ2q “ f 3pΩ3q,
onde q : M Ñ N é o mapa quaociente de M “ SUp2nq{H para N “ SUp2nq{Uθ e f ipΩiq
são dados pelo item (1) do Teorema 4.3.1.
E na seção 4.5 provaremos o seguinte lema:
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Lema 4.4.2. Sob as condições do lema anterior, a classe de cohomologia de De Rham de
f 1pΩ1q não é nula.
Consideremos as classes de cohomologia Wpf1q P H4pN ;Rq e Wpf2q, Wpf3q P
H4pM ;Rq o obtidas de f1 P I2pUθq, f2 P I2pHq e f3 P I2pH{t˘1uq (como nos Exemplos
4.3.1, 4.3.2 e 4.3.3) pelo homomorfismo de Weil (Teorema 4.3.1). Pelo Lema 4.4.1, devemos
ter que
q˚Wpf1q “Wpf2q “Wpf3q,
onde q : M Ñ N é o mapa quociente. Como q : M Ñ N é uma submersão, o respectivo
mapa de grupos de cohomologia q˚ : H4pN ;Rq Ñ H4pM ;Rq é injetivo. Por isso e pelo
Lema 4.4.2, devemos ter que a classe de cohomologia Wpf3q não é nula. Desta forma, a
imagem do homomorfismo de Weil do fibrado SUp2nq{t˘1u ÑM não é nula. O que implica,
pelo Corolário 4.3.1, que o fibrado SUp2nq{t˘1u Ñ M não é trivializável. Provando a
Afirmação 1 da Seção 4.2.
4.4.1 As conexões principais Hor
`
SUp2nq˘, Hor` SUp2nq˘ e Hor ` SUp2nq{t˘1u˘
Consiederemos os seguintes subespaços de sup2nq:
• Vr, para r “ 2, . . . , n, gerado pelos vetores
iE2r´1,2r´1 ´ iE2r,2r, E2r´1,2r´1 ´ E2r,2r,
iE2r´1,2r´1 ` iE2r,2r e iE11 ` iE22 ´ iE2r´1,2r´1 ´ iE2r,2r;
• Wrs, para 1 ď r ă s ď n, gerado pelos vetores
E2r´1,2s´1 ´ E2s´1,2r´1 ` E2r,2s ´ E2s,2r,
E2r´1,2s´1 ´ E2s´1,2r´1 ´ E2r,2s ` E2s,2r,
E2r´1,2s ´ E2s,2r´1 ` E2r,2s´1 ´ E2s´1,2r,
iE2r´1,2s ` iE2s,2r´1 ´ iE2r,2s´1 ´ iE2s´1,2r,
iE2r´1,2s´1 ` iE2s´1,2r´1 ` iE2r,2s ` iE2s,2r,
E2r´1,2s ´ E2s´1,2r´1 ´ E2r,2s´1 ` E2s´1,2r,
iE2r´1,2s ` iE2s,2r´1 ` iE2r,2s´1 ` iE2s´1,2r e
iE2r´1,2s´1 ` iE2s´1,2r´1 ` iE2r,2s ` iE2s,2r;
Para o caso n “ 2, teremos
sup2nq “ h‘ V2 ‘W12,
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com3
h “
#˜
A 0
0 A
¸
P sup4q : A P sup2q
+
,
V1 “
#˜
0 0
0 A
¸
P sup4q : A P sup2q
+
‘
#˜
aiI2ˆ2 0
0 ´aiI2ˆ2
¸
P sup4q : a P R
+
e
W12 “
#˜
0 B
´B˚ 0
¸
P sup4q : B P glp2,Cq
+
.
No caso n “ 3, temos que
sup2nq “ h‘ V2 ‘ V3 ‘W12 ‘W13 ‘W23,
onde
h “
$’&’%
¨˚
˝ A 0 00 A 0
0 0 A
‹˛‚P p6q : A P sup2q
,/./- ,
V2 “
$’&’%
¨˚
˝ aiI2ˆ2 0 00 A´ aiI2ˆ2 0
0 0 0
‹˛‚P p6q : A P sup2q e a P R
,/./- ,
V3 “
$’&’%
¨˚
˝ aiI2ˆ2 0 00 0 0
0 0 A´ aiI2ˆ2
‹˛‚P sup6q : A P sup2q e a P R
,/./- ,
W12 “
$’&’%
¨˚
˝ 0 B 0´B˚ 0 0
0 0 0
‹˛‚P sup6q : B P glp2,Cq
,/./- ,
W13 “
$’&’%
¨˚
˝ 0 0 B0 0 0
´B˚ 0 0
‹˛‚P sup6q : B P glp2,Cq
,/./- e
W21 “
$’&’%
¨˚
˝ 0 0 00 0 B
0 ´B˚ 0
‹˛‚P sup6q : B P glp2,Cq
,/./- .
Em geral, valem as decomposições
LiepUθq “ h‘
ˆ
nà
r“2
Vr
˙
,
sup2nq “ LiepUθq ‘
˜ à
1ďrăsďn
Wrs
¸
(4.12)
e
sup2nq “ h‘
ˆ
nà
r“2
Vr
˙
‘
˜ à
1ďrăsďn
Wrs
¸
. (4.13)
3 Aqui I2ˆ2 denota a matriz identidade 2ˆ 2.
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Sejam c1 e c2 os subespaços de sup2nq dados pelas somas diretasà
1ďrăsďn
Wrs,
e ˆ
nà
r“2
Vr
˙
‘
˜ à
1ďrăsďn
Wrs
¸
respectivamente.
A partir das definições dos subsespaços Vr e Wrs verificam-se as seguintes
relações:
AdphqVr Ă Vr, h P H, r “ 2, . . . , n,
e
AdphqWrs Ă Wrs, h P Uθ, 1 ď r ă s ď n,
onde Ad: SUp2nq Ñ Glpsup2nq denota a representação adjunta de SUp2nq.Por isso,
Adphqc0 Ă c0, h P Uθ,
e
Adphqc1 Ă c1, h P H.
Com estas escolhas, podemos identificar os espaços tangentes Tx0 M e Ty0 N
com c0 e c1, respectivamente.
Dado g P SUp2nq, denotaremos por Rg : SUp2nq Ñ SUp2nq a mulitiplicação
à direita por g em SUp2nq. Usaremos também Rg : SUp2nq{t˘1u Ñ SUp2nq{t˘1u para
denotar a multiplicação à direita pela classe lateral gt˘1u em SUp2nq{t˘1u.
Podemos definir as seguintes conexões principais:
• Hor ` SUp2nq˘ no Uθ-fibrado principal SUp2nq Ñ N por
Horg
`
SUp2nq˘ :“ pdRgq1c1, g P SUp2nq, (4.14)
onde Horg
`
SUp2nq˘ denota a intersecção de Hor ` SUp2nq˘ com Tg SUp2nq;
• Hor` SUp2nq˘ no H-fibrado principal SUp2nq ÑM por
Horg
`
SUp2nq˘ :“ pdRgq1c2, g P SUp2nq;
onde Horg
`
SUp2nq˘ denota a intersecção de Hor` SUp2nq˘ com Tg SUp2nq;
• Hor ` SUp2nq{t˘1u˘ no pH{t˘1uq-fibrado principal SUp2nq{t˘1u ÑM por
Horgt˘1u
`
SUp2nq{t˘1u˘ :“ pdRgq1t˘1uc2, g P SUp2nq.
onde Horgt˘1u
`
SUp2nq{t˘1u˘ denota a intersecção de Hor ` SUp2nq{t˘1u˘ com
Tgt˘1u
`
SUp2nq{t˘1u˘;
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As formas de conexão ω1, ω2 e ω3 de Hor
`
SUp2nq˘, Hor` SUp2nq˘ e Hor ` SUp2nq{t˘1u˘,
respectivamente, são descritas por:
(1.a) A restrição pω1q1 : sup2nq Ñ LiepUθq de ω1 ao espaço tangente de SUp2nq no ponto 1
é a projeção em LiepUθq segundo a decomposição (4.12);
(1.b) A restrição pω1qg : Tg SUp2nq Ñ LiepUθq de ω1 ao espaço tangente no ponto g de
SUp2nq é dada por
pω1qg “ R˚g´1pω1q1;
(2.a) A restrição pω2q1 : sup2nq Ñ h de ω2 ao espaço tangente de 1 em SUp2nq é a projeção
em h segundo a decomposição (4.13);
(2.b) A restrição pω2qg : Tg SUp2nq Ñ h de ω2 ao espaço tangente no ponto g de SUp2nq é
dada por
pω2qg “ R˚g´1pω2q1;
(3.a) A restrição pω3q1t˘1u : sup2nq Ñ h de ω3 ao espaço tangente da classe lateral 1t˘1u
em SUp2nq{t˘1u é a projeção em h segundo a decomposição (4.13);
(3.b) A restrição pω3qgt˘1u : Tgt˘1u
´
SUp2nq{t˘1u
¯
Ñ h de ω3 ao espaço tangente no ponto
gt˘1u de SUp2nq é dada por
pω3qgt˘1u “ R˚g´1pω3q1t˘1u;
4.4.2 Demonstração do Lema 4.4.1
Sejam Ω1, Ω2 e Ω3 as formas de curvatura das conexões Hor
`
SUp2nq˘, Hor` SUp2nq˘
e Hor
`
SUp2nq{t˘1u˘. Mostraremos as igualdades f 1pΩ1q “ f 2pΩ2q e f 2pΩ2q “ f 3pΩ3q
separadamente.
Seja κ : sup2q Ñ R a forma de Killing de sup2nq. E, como nos Exemplos4.3.1,
4.3.2 e 4.3.3, consideremos os mapas τ1 : LiepUθq Ñ sup2nq (dado pela igualdade 4.8) e
τ2 : hÑ sup2q.
Primeiramente, observemos que
τ1 ˝ pω1q1 “ τ2 ˝ pω2q1. (4.15)
De fato, pelas observações feitas sobre ω1 e ω2 na subseção anterior, sabemos que
kerpω1q1 e kerpω2q1 Ą
à
1ďrăsďW
Wrs.
Então, pela decomposição (4.12) nos resta veirificar a igualdade (4.15) no subespaço
LiepUθq “ h‘
ˆ
nà
r“2
Vr
˙
.
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Dado X P LiepUθq, existem a, b, c P R e Xr P Vr tais que
X “ a
nÿ
r“1
piE2r´1,2r´1´iE2r,2rq`b
nÿ
r“1
pE2r´1,2r´E2r,2r´1q`c
nÿ
r“1
piE2r´1,2r`iE2r,2r´1q`
nÿ
r“2
Xr.
Assim,
τ1 ˝ pω1q1X “ τ1pXq “ apiE11 ´ iE22q ` bpE12 ´ E21q ` cpiE12 ` iE21q
e
τ2 ˝ pω2q1X “ τ2
˜
a
nÿ
r“1
piE2r´1,2r´1 ´ iE2r,2rq ` b
nÿ
r“1
pE2r´1,2r ´ E2r,2r´1q
` c
nÿ
r“1
piE2r´1,2r ` iE2r,2r´1q
¸
“ apiE11 ´ iE22q ` bpE12 ´ E21q ` cpiE12 ` iE21q.
Logo, a igualdade (4.15) é válida.
Nosso segundo passo será verificar que a igualdade
τ1 ˝ pω1q1rpd qqx0X1, pd qqx0X2s “ τ2 ˝ pω2q1rX1, X2s (4.16)
é válida para todos X1, X2 P Tx0 M » c2. Por (bi)linearidade, basta verificarmos os casos:
(I) X1 P Vr e X2 P Vs: Neste caso, rX1, X2s P Vr ‘ Vs. Assim,
τ1 ˝ pω1q1rpd qqx0X1, pd qqx0X2s “ τ1 ˝ pω1q1r0, 0s “ 0
e
τ2 ˝ pω2q1rX1, X2s “ τ2p0q “ 0.
(II) X1 P Vr e X2 P Wr˜s˜: Neste caso, rX1, X2s P Wr˜s˜. Assim,
τ1 ˝ pω1q1rpd qqx0X1, pd qqx0X2s “ τ1 ˝ pω1q1r0, X2s “ 0
e
τ2 ˝ pω2q1rX1, X2s “ τ2p0q “ 0.
(III) X1 P Wrs e X2 P Wr˜s˜: Pela igualdade (4.15), temos que
τ1 ˝ pω1q1rpd qqx0X1, pd qqx0X2s “ τ1 ˝ pω1q1rX1, X2s “ τ2 ˝ pω2q1rX1, X2s.
Pela descrição de ω2 e ω3 na subseção anterior, segue
τ2 ˝ pω2q1rX1, X2s “ τ2 ˝ pω3q1t˘1urX1, X2s, (4.17)
para todos X1 e X2 P c2.
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Segue da Equação da Estrutura (Teorema 5.2 do Capítulo II de (KOBAYASHI;
NOMIZU, 1963)) e das definições de Hor1
`
SUp2nq˘, Hor1` SUp2nq˘ e Hor1t˘1u ` SUp2nq{t˘1u˘
temos, para i “ 1, 2, que
pΩiq1pX1, X2q “ 12pωiq1rX1, X2s, X1, X2 P ci, (4.18)
e
pΩ3q1t˘1upX1, X2q “ 12pω3q1t˘1urX1, X2s, X1, X2 P c2. (4.19)
Sejam X1, X2, X3, e X4 P Tx0 M » c2. Pela descrição de fipΩiq dada no
Teorema 4.3.1 e pelas igualdades (4.16) e (4.18), segue que
q˚f1pΩ1qpX1, X2, X3, X4q “
“ f1pΩ1q
`pd qqx0X1, pd qqx0X2, pd qqx0X3, pd qqx0X4˘
“
ÿ
σ
p´1qσf1
´
Ω1
`pd qqx0Xσp1q, pd qqx0Xσp2q˘,Ω1`pd qqx0Xσp3q, pd qqx0Xσp4q˘¯
“
ÿ
σ
p´1qσf1
´1
2pω1q1rpd qqx0Xσp1q, pd qqx0Xσp2qs,
1
2pω1q1rpd qqx0Xσp4q, pd qqx0Xσp3qs
¯
“
ÿ
σ
p´1qσ
4 κ
´
τ1 ˝ pω1q1rpd qqx0Xσp1q, pd qqx0Xσp2qs, τ1 ˝ pω1q1rpd qqx0Xσp4q, pd qqx0Xσp3qs
¯
“
ÿ
σ
p´1qσ
4 κ
´
τ2 ˝ pω2q1rXσp1q, Xσp2qs, τ2 ˝ pω2q1rXσp4q, Xσp3qs
¯
“
ÿ
σ
p´1qσf2
´1
2pω2q1rXσp1q, Xσp2qs,
1
2pω2q1rXσp4q, Xσp3qs
¯
“
ÿ
σ
p´1qσf2
´
pΩ2q1pXσp1q, Xσp2qq, pΩ2q1pXσp4q, Xσp3qq
¯
“ f2pΩ2qpX1, X2, X3, X4q.
Com isso, podemos concluir que f1pΩ1q “ f2pΩ2q.
A igualdade f2pΩ2q “ f3pΩ3q pode ser verificada de modo análogo utilizando-se
as igualdades (4.17) e (4.19).
4.5 Prova do Lema 4.4.2
Consideremos novamente o subgrupo Uθ de SUp2nq formado pelas matrizes da
forma ¨˚
˚˝˚˚ A1 0 . . . 00 A2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . An
‹˛‹‹‹‚, Ai P Up2q,
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com detpA1q¨detpA2q¨¨ ¨ ¨¨detpAnq “ 1. A álgebra LiepUθq será identificada com as matrizes
de sup2nq da forma ¨˚
˚˝˚˚ X1 0 . . . 00 X2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . Xn
‹˛‹‹‹‚, Xi P up2q,
com trpX1q ` trpX2q ` ¨ ¨ ¨ ` trpXnq “ 0.
A forma de Cartan-Killing de sup2q será denotada por κ : sup2q ˆ sup2q Ñ R.
Para cada l “ 1, . . . , n´ 1, consideraremos o mapa bilinear simétrico
κl : LiepUθqˆLiepUθq Ñ R
dado por
κlpX, Y q “ κ
ˆ
Xl ´ trpXlq2 12ˆ2, Yl ´
trpYlq
2 12ˆ2
˙
,
onde 12ˆ2 é a matriz identidade de ordem 2 e
X “
¨˚
˚˝˚˚ X1 0 . . . 00 X2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . Xn
‹˛‹‹‹‚ e Y “
¨˚
˚˝˚˚ Y1 0 . . . 00 Y2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . Yn
‹˛‹‹‹‚P LiepUθq.
Como no Exemplo 4.3.1, verifica-se que cada κl é Uθ-invariante. Ou seja, κl P I2pU2q, para
l “ 1, . . . , n´ 1.
Tomando-se a forma de curvatura Ω1 : T SUp2nq ˆ T SUp2nq Ñ LiepUθq como
no enunciado do Lema 4.4.2, podemos considerar as 4-formas
δ1 :“ κ1pΩ1q, δ2 :“ κ2pΩ1q, . . . , δn´1 :“ κnpΩ1q
em N “ SUp2nq{Uθ como no item (I) do Teorema 4.3.1.
Como f1 “ κ1, mostrando que a classe de cohomologia de δ1 poderemos concluir
imediatamente que o Lema 4.4.2 é verdadeiro. Para tanto, verificaremos que
pδ1q2pn´1q ^ pδ2q2pn´2q ^ ¨ ¨ ¨ ^ pδn´1q2 (4.20)
é uma forma volume em N , onde
pδlq2pn´lq “ δl ^ δl ^ ¨ ¨ ¨ ^ δl, l “ 1, . . . , n´ 1.
A forma curvatura Ω1 : T SUp2nq ˆ T SUp2nq Ñ LiepUθq é obtida da cone-
xão HorpSUp2nqq definida em (4.14). Segue desta definição que a forma de conexão de
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HorpSUp2nqq é invariante pela multiplicação à direita por elementos de SUp2nq e, conse-
quentemente, Ω1 é invariante pela ação de SUp2nq em si mesmo. Isto é,
pΩ1qg “ R˚g´1pΩ1q1, g P SUp2nq.
Logo, devemos ter que
pκlpΩ1qqg “ R˚g´1pκlpΩ1qq1, g P SUp2nq.
Como a 4-forma κlpΩ1q é descrita pela igualdade
κlpΩ1q “ Π˚pκlpΩ1qq,
onde Π: SUp2nq Ñ N é a projeção canônica em N “ SUp2nq{Uθ, e δl “ κlpΩ1q devemos
ter que, para g P SUp2nq, a forma´
pδ1q2pn´1q ^ pδ2q2pn´2q ^ ¨ ¨ ¨ ^ pδn´1q2
¯
gUθ
em TgUθ N é não nula se e somente se a forma´
pδ1q2pn´1q ^ pδ2q2pn´2q ^ ¨ ¨ ¨ ^ pδn´1q2
¯
1Uθ
em T1Uθ N é não nula. Assim, para concluirmos que (4.20) é uma forma volume, basta
mostrarmos que
ν :“ pδ1q2pn´1q1Uθ ^ pδ2q2pn´2q1Uθ ^ ¨ ¨ ¨ ^ pδn´1q21Uθ “
´
pδ1q2pn´1q ^ pδ2q2pn´2q ^ ¨ ¨ ¨ ^ pδn´1q2
¯
1Uθ
não é nula em T1Uθ N .
Nas subseções a seguir descreveremos as 4-formas δl em T1Uθ N e usaremos
esta descrição para provar que ν é uma forma não nula em T1Uθ N .
4.5.1 Uma base para Ty0 N
Como nas seções anteriores, associaremos a álgebra de Lie LiepUθq do subgrupo
Uθ de SUp2nq à uma subálgebra de sup2nq. Desta forma, o espaço tangente Ty0 N de
N “ SUp2nq{Uθ no ponto y0 :“ 1Uθ será associado com o espaço vetorial c1 de sup2nq
complementar à álgebra de Lie LiepUθq. Isto é,
Ty0 N “ c1 » sup2nqLiepUθq .
Comecemos analisando o caso n “ 2.
Consideremos as segintes matrizes de glp2,Cq:
H :“
˜
i 0
0 ´i
¸
, X :“
˜
0 1
´1 0
¸
, Y :“
˜
0 i
i 0
¸
e D :“
˜
i 0
0 i
¸
.
Neste caso, temos que
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• H, X, Y e D formam uma base de up2q;
• H, X, Y , D, iH, iX, iY , iD formam uma base de glp2,Cq.
Desta forma, para o caso n “ 2,
c1 :“ W12 “
#˜
0 C
´C˚ 0
¸
: C P glp2,Cq
+
tem como base o conjunto βpW12q formado pelas matrizes
H12 :“
˜
0 H
H 0
¸
, X12 :“
˜
0 X
X 0
¸
, Y12 :“
˜
0 Y
Y 0
¸
,
H i12 :“
˜
0 iH
´iH 0
¸
, X i12 :“
˜
0 iX
´iX 0
¸
, Y i12 :“
˜
0 iY
´iY 0
¸
,
D12 :“
˜
0 D
D 0
¸
e Di12 :“
˜
0 iD
´iD 0
¸
.
Além disso,
LiepUθq “
#˜
A 0
0 B
¸
: A,B P up2q tais que trA` trB “ 0
+
admite como base o conjunto formado pelas matrizes
H11 :“
˜
H 0
0 0
¸
, X11 :“
˜
X 0
0 0
¸
, Y11 :“
˜
Y 0
0 0
¸
,
H22 :“
˜
0 0
0 H
¸
, X22 :“
˜
0 0
0 X
¸
, Y22 :“
˜
0 0
0 Y
¸
e
D4ˆ4 :“
˜
D 0
0 ´D
¸
.
Passemos agora, a considerar o caso geral no qual n ě 2.
Denotaremos, novamente, por Ers a matriz 2n ˆ 2n cuja entrada da i-ésima
linha e j-ésima coluna é δri δsj , onde
δqp “
#
1, se p “ q,
0, se p ‰ q. (4.21)
Isto é, Ers é a matriz cujas entradas são todas nulas exceto pela entrada igual a 1 na
interseção da r-ésima linha com a s-ésima coluna.
Como no caso n “ 2, podemos definir as seguintes matrizes em glp2n,Cq:
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• Para 1 ď r ă s ď n, definimos
Hrs :“ iE2r´1,2s´1 ´ iE2r,2s ` iE2s´1,2r´1 ´ iE2s,2r,
H irs :“ ´E2r´1,2s´1 ` E2r,2s ` E2s´1,2r´1 ´ E2s,2r,
Xrs :“ E2r´1,2s ´ E2r,2s´1 ´ E2s,2r´1 ` E2s´1,2r,
X irs :“ iE2r´1,2s ´ iE2r,2s´1 ` iE2s,2r´1 ´ iE2s´1,2r,
Yrs :“ iE2r´1,2s ` iE2r,2s´1 ` iE2s,2r´1 ` iE2s´1,2r,
Y irs :“ ´E2r´1,2s ´ E2r,2s´1 ` E2s,2r´1 ` E2s´1,2r,
Drs :“ iE2r´1,2s´1 ` iE2r,2s ` iE2s´1,2r´1 ` iE2s,2r e
Dirs :“ ´E2r´1,2s´1 ´ E2r,2s ` E2s´1,2r´1 ` E2s,2r.
• Para l “ 1, . . . , n, definimos
Hll :“ iE2l´1,2l´1 ´ iE2l,2l,
Xll :“ E2l´1,2l ´ E2l,2l´1 e
Yll :“ iE2l´1,2l ` iE2l,2l´1
Observe que se o subespaço Wrs, 1 ď r ă s ď n, de sup2nq é definido como na
subseção 4.4.1 então
βpWrsq :“ tHrs, H irs, Xrs, X irs, Yrs, Y irs, Drs, Dirsu
é uma base de Wrs.
Também temos que a álgebra de Lie
LiepUθq “
$’’’’&’’’’%
¨˚
˚˝˚˚ A1 0 . . . 00 A2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . An
‹˛‹‹‹‚P sup2nq : Ai P up2q e trA1 ` ¨ ¨ ¨ ` trAn “ 0
,////.////-
contém Hll, Xll, Yll para l “ 1, . . . , n.
Tomemos, novamente,
c1 :“
à
1ďrăsďn
Wrs » sup2nqLiepUθq » Ty0N.
Nas próximas subseções, estaremos interessados na interseção dos subespaços
c11 :“ spantrX, Y s P sup2nq : X, Y P c1u
e LiepUθq de sup2nq.
Determinaremos um conjunto de geradores de c11 X LiepUθq utilizando a base
βpc1q :“
ď
1ďrăsďn
βpWrsq
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de c1 e o fato de que
rWrs,Wr1s1s “ spantrX, Y s P sup2q : X P Wrs e Y P Wr1s1u
Ă
#
LiepUθq, caso r “ r1 e s “ s1;
c1, caso contrário.
Com isso concluimos que c11XLiepUθq é gerado pelos subespaços rWrs,Wrss, 1 ď r ă s ď n.
Para calcularmos os colchetes de Lie dos elementos de βpc1q podemos utilizar a
fórmula
rErs, Epqs “ δspErq ´ δrqEps
onde δij é como em (4.21). Assim, obtemos que c11 X LiepUθq é gerado por:
rHrs, Xrss “ 2Yrr ` 2Yss, rXrs, Hrss “ ´2Yrr ´ 2Yss,
rHrs, Yrss “ ´2Xrr ´ 2Xss, rXrs, Yrss “ 2Hrr ` 2Hss,
rHrs, H irss “ 2Drr ´ 2Dss, rXrs, , X irss “ 2Drr ´ 2Dss,
rHrs, Dirss “ 2Hrr ´ 2Hss, rXrs, Dirss “ 2Xrr ´ 2Xss,
rYrs, Hrss “ 2Xrr ` 2Xss, rDrs, H irss “ 2Hrr ´ 2Hss,
rYrs, Xrss “ ´2Hrr ´ 2Hss, rDrs, X irss “ 2Xrr ´ 2Xss,
rYrs, Y irss “ 2Drr ´ 2Dss, rDrs, Y irss “ 2Yrr ´ 2Yss,
rYrs, Dirss “ 2Yrr ´ 2Yss, rDrs, Dirss “ 2Drr ´ 2Dss,
rH irs, Hrss “ ´2Drr ` 2Dss, rX irs, Xrss “ ´2Drr ` 2Dss,
rH irs, Drss “ ´2Hrr ` 2Hss, rX irs, Drss “ ´2Xrr ` 2Xss,
rH irs, X irss “ 2Yrr ` 2Yss, rX irs, H irss “ ´2Yrr ´ 2Yss,
rH irs, Y irss “ ´2Xrr ´ 2Xss, rX irs, H irss “ 2Hrr ` 2Hss,
rY irs, Yrss “ ´2Drr ` 2Dss, rDirs, Hrss “ ´2Hrr ` 2Hss,
rY irs, Drss “ ´2Yrr ` 2Yss, rDirs, Xrss “ ´2Xrr ´ 2Xss,
rY irs, H irss “ 2Xrr ` 2Xss, rDirs, Yrss “ ´2Yrr ` 2Yss,
rY irs, X irss “ ´2Hrr ´ 2Hss e rDirs, Drss “ ´2Drr ` 2Dss.
Além disso, é possivel verificar que rA,Bs “ 0 se pA,Bq é igual a
pHrs, Hrsq, pHrs, Drsq, pHrs, X irsq, pHrs, Y irsq,
pXrs, Xrsq, pXrs, Drsq, pXrs, H irsq, pXrs, Y irsq,
pYrs, Yrsq, pYrs, Drsq, pYrs, H irsq, pYrs, X irsq,
pDrs, Hrsq, pDrs, Xrsq, pDrs, Yrsq, pDrs, Drsq,
pH irs, Xrsq, pH irs, Yrsq, pH irs, H irsq, pH irs, Dirsq,
pX irs, Hrsq, pX irs, Yrsq, pX irs, X irsq, pX irs, Dirsq,
pY irs, Hrsq, pY irs, Xrsq, pY irs, Y irsq, pY irs, Dirsq,
pDirs, H irsq, pDirs, X irsq, pDirs, Y irsq e pDirs, Dirsq.
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4.5.2 Calculando pδlqy0
Lembremos que a conexão principal Hor
`
SUp2nq˘ no fibrado principal SUp2nq Ñ
SUp2nq{Uθ é dada no ponto 1 P SUp2nq pelo subespaço c1 Ă sup2nq “ T1 SUp2nq. Assim,
os campos invariantes à direita induzidos pelos elementos de c1 são horizontais. Assim,
segue da Equação da Estrutura (Teorema 5.2 do Capítulo II de (KOBAYASHI; NOMIZU,
1963)), que a restrição da forma curvatura Ω1 : T SUp2nq Ñ LiepUθq ao espaço tangente
T1 SUp2nq satisfaz a igualdade4
pΩ1q1pA,Bq “ 12pω1q1rA,Bs, A,B P c1, (4.22)
onde pω1q1 : sup2nq Ñ LiepU0q é a restrição da forma de conexão de HorpSUp2nq ao espaço
tangente T1 SUp2nq “ sup2nq, que, por sua vez, é dada pela projeção sobre LiepU0q de
acordo com a decomposição sup2nq “ c1 ‘ LiepUθq.
Denotemos por S4 o grupo de todas as permutações do conjunto t1, 2, 3, 4u e
por p´1qσ o sinal da permutação σ P S4.
Segue que a restrição da 4-forma κlpΩ1q em SUp2nq ao espaço tangente
T1 SUp2nq » sup2nq satisfaz, para todos A1, A2, A3 e A4 P c1, as igualdades´
κlpΩ1q
¯
1
pA1, A2, A3, A4q “ 14!
ÿ
σPS4
p´1qσκl
`pΩ1q1pAσp1q, Aσp2qq, pΩ1q1pAσp3q, Aσp4qq˘
“ 196
ÿ
σPS4
p´1qσκl
`pω1q1pAσp1q, Aσp2qq, pω1q1pAσp3q, Aσp4qq˘
Com isso, para quaisquer A1, A2, A3 e A4 P c1 “ Ty0 N temos que
pδlqy0pA1, A2, A3, A4q “ pκlpΩ1qqy0pA1, A2, A3, A4q
“ pκlpΩ1qq1pA1, A2, A3, A4q
“ 196
ÿ
σPS4
p´1qσκl
`pω1q1rAσp1q, Aσp2qs, pω1q1rAσp3q, Aσp4qs˘.
Por exemplo, para pA1, A2, A3, A4q “ pDir1l, Hr1l, Xr2l, Yr2lq, com 1 ď r1 ď r2 ă
4 Lembremos que o colchete de Lie rA˜, B˜s dos campos invariantes à direita A˜ e B˜ gerado pelas matrizes
A e B P sup2nq, respectivamente, é gerado pela matriz BA´AB “ ´rA,Bs.
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l ď n, teremos que
96pδlqy0pDir1l, Hr1l, Xr2l, Yr2lq “
“ κl
`pω1q1rDir1l, Hr1ls, pω1q1rXr2l, Yr2ls˘´ κl`pω1q1rHr1l, Dir1ls, pω1q1rXr2l, Yr2ls˘
´κl
`pω1q1rXr2l, Hr1ls, pω1q1rDir1l, Yr2ls˘´ κl`pω1q1rYr2l, Hr1ls, pω1q1rXr2l, Dir1ls˘
´κl
`pω1q1rDir1l, Xr2ls, pω1q1rHr1l, Yr2ls˘´ κl`pω1q1rDir1l, Yr2ls, pω1q1rXr2l, Hr1ls˘
´κl
`pω1q1rDir1l, Hr1ls, pω1q1rYr2l, Xr2ls˘` κl`pω1q1rXr2l, Dir1ls, pω1q1rHr1l, Yr2ls˘
`κl
`pω1q1rYr2l, Dir1ls, pω1q1rXr2l, Hr1ls˘` κl`pω1q1rHr1l, Xr2ls, pω1q1rDir1l, Yr2ls˘
`κl
`pω1q1rYr2l, Hr1ls, pω1q1rDir1l, Xr2ls˘` κl`pω1q1rHr1l, Yr2ls, pω1q1rXr2l, Dir1ls˘
`κl
`pω1q1rXr2l, Hr1ls, pω1q1rYr2l, Dir1ls˘` κl`pω1q1rDir1l, Yr2ls, pω1q1rHr1l, Xr2ls˘
`κl
`pω1q1rDir1l, Xr2ls, pω1q1rYr2l, Hr1ls˘` κl`pω1q1rHr1l, Dir1ls, pω1q1rYr2l, Xr2ls˘
`κl
`pω1q1rXr2l, Yr2ls, pω1q1rDir1l, Hr1ls˘` κl`pω1q1rYr2l, Xr2ls, pω1q1rHr1l, Dir1ls˘
´κl
`pω1q1rYr2l, Dir1ls, pω1q1rHr1l, Xr2ls˘´ κl`pω1q1rXr2l, Dir1ls, pω1q1rYr2l, Hr1ls˘
´κl
`pω1q1rYr2l, Xr2ls, pω1q1rDir1l, Hr1ls˘´ κl`pω1q1rHr1l, Yr2ls, pω1q1rDir1l, Xr2ls˘
´κl
`pω1q1rXr2l, Yr2ls, pω1q1rHr1l, Dir1ls˘´ κl`pω1q1rHr1l, Xr2ls, pω1q1rYr2l, Dir1ls˘
Podemos calcular cada termo da soma à direita da igualdade acima utilizando os seguintes
fatos:
• pω1q1 : sup2nq Ñ LiepUθq é a projeção segundo a decomposição
LiepUθq ‘
˜ à
1ďrăsďn
Wrs
¸
de sup2nq;
• κl : LiepUθq Ñ R é dada por
κl
¨˚
˚˝˚˚
¨˚
˚˝˚˚ A1 0 . . . 00 A2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . An
‹˛‹‹‹‚,
¨˚
˚˝˚˚ B1 0 . . . 00 B2 . . . 0
... ... . . . ...
0 0 . . . Bn
‹˛‹‹‹‚
‹˛‹‹‹‚“
“ κ
ˆ
Al ´ trpAlq2 12ˆ2, Bl ´
trpAlq
2 12ˆ2
˙
,
onde Ai, Bi P up2q são tais que
ÿ
i
trpAiq “
ÿ
i
trpBiq “ 0, e κ : sup2q Ñ R é a forma
de Cartan-Killing de sup2q;
• As matrizes
H :“
˜
i 0
0 ´i
¸
, X :“
˜
0 1
´1 0
¸
e Y :“
˜
0 i
i 0
¸
formam uma base ortogonal de sup2q em relação à forma bilinear κ tal que
κpH,Hq “ κpX,Xq “ κpY, Y q “ ´8.
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De fato, para o caso r :“ r1 “ r2, temos que
96pδlqy0pDirl, Hrl, Xrl, Yrlq “ κp2H, 2Hq ´ κp´2H, 2Hq
´κp´2Y, 2Y q ´ κp2X,´2Xq
´κp2X,´2Xq ´ κp2Y,´2Y q
´κp2H,´2Hq ` κp´2X,´2Xq
`κp´2Y,´2Y q ` κp2Y, 2Y q
`κp2X, 2Xq ` κp´2X,´2Xq
`κp´2Y,´2Y q ` κp2Y, 2Y q
`κp2X, 2Xq ` κp´2H,´2Hq
`κp2H, 2Hq ` κp´2H,´2Hq
´κp´2Y, 2Y q ´ κp´2X, 2Xq
´κp´2H, 2Hq ´ κp´2X, 2Xq
´κp2H,´2Hq ´ κp2Y,´2Y q
“ 24 ¨ 4 ¨ p´8q
“ 96 ¨ p´8q.
E, para o caso em que r1 ă r2,
96pδlqy0pDir1l, Hr1l, Xr2l, Yr2lq “ κp2H, 2Hq ´ κp´2H, 2Hq
´κp0, 0q ´ κp0, 0q
´κp0, 0q ´ κp0, 0q
´κp2H,´2Hq ` κp0, 0q
`κp0, 0q ` κp0, 0q
`κp0, 0q ` κp0, 0q
`κp0, 0q ` κp0, 0q
`κp0, 0q ` κp´2H,´2Hq
`κp2H, 2Hq ` κp´2H,´2Hq
´κp0, 0q ´ κp0, 0q
´κp´2H, 2Hq ´ κp0, 0q
´κp2H,´2Hq ´ κp0, 0q
“ 8 ¨ 4 ¨ p´8q.
De modo análogo, verifica-se que
• pδlqy0pA1, A2, A3, A4q “ ´8 se pA1, A2, A3, A4q é igual à
pDirl, Hrl, Xrl, Yrlq, pH irl, Drl, X irl, Y irlq,
para 1 ď r ă l ď n,
pHls, Dils, Xls, Ylsq ou pDls, H ils, X ils, Y ilsq,
para 1 ď l ă s ď n.
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• pδlqy0pA1, A2, A3, A4q “ 8 ¨ p´8q{4! se pA1, A2, A3, A4q é igual à
pDirl, Hrl, H irl, Drlq, pDirl, Hrl, X irl, Y irlq, pXrl, Yrl, H irl, Drlq, pXrl, Yrl, X irl, Y irlq,
pYrl, Hrl, X irl, Drlq, pYrl, Hrl, Y irl, H irlq, pDrl, Xrl, X irl, Drlq, pDrl, Xrl, Y irl, H irlq,
pHrl, Xrl, Y irl, Drlq pHrl, Xrl, H irl, X irlq, pDirl, Yrl, Y irl, Drlq, pDirl, Yrl, H irl, X irlq,
para 1 ď r ă l ď n,
pDir1l, Hr1l, Dir2l, Hr2lq, pDir1l, Hr1l, Xr2l, Yr2lq,
pDir1l, Hr1l, H ir2l, Dr2lq, pDir1l, Hr1l, X ir2l, Y ir2lq,
pXr1l, Yr1l, Dir2l, Hr2lq, pXr1l, Yr1l, Xr2l, Yr2lq,
pXr1l, Yr1l, H ir2l, Dr2lq, pXr1l, Yr1l, X ir2l, Y ir2lq,
pH ir1l, Dr1l, Dir2l, Hr2lq, pH ir1l, Dr2l, Xr2l, Yr2lq,
pH ir1l, Dr1l, H ir2l, Dr2lq, pH ir1l, Dr2l, X ir2l, Y ir2lq,
pX ir1l, Y ir1l, Dir2l, Hr2lq, pX ir1l, Y ir1l, Xr2l, Yr2lq,
pX ir1l, Y ir1l, H ir2l, Dr2lq, pX ir1l, Y ir1l, X ir2l, Y ir2lq,
pYr1l, Hr1l, Yr2l, Hr2lq, pYr1l, Hr1l, X ir2l, Dr2lq, pYr1l, Hr1l, Y ir2l, H ir2lq,
pDir1l, Xr1l, Dir2l, Xr2lq, pDir1l, Xr1l, X ir2l, Dr2lq, pYr1l, Hr1l, Y ir2l, H ir2lq,
pX ir1l, Dr1l, Yr2l, Hr2lq, pX ir1l, Dr1l, Dir2l, Xr2lq, pX ir1l, Dr1l, X ir2l, Dr2lq,
pY ir1l, H ir1l, Yr2l, Hr2lq, pY ir1l, H ir1l, Dir2l, Xr2lq, pY ir1l, H ir1l, Y ir2l, H ir2lq,
pHr1l, Xr1l, Hr2l, Xr2lq, pHr1l, Xr1l, Y ir2l, Dr2lq, pHr1l, Xr1l, H ir2l, X ir2lq,
pDir1l, Yr1l, Dir2l, Yr2lq, pDir1l, Yr1l, Y ir2l, Dr2lq, pDir1l, Yr1l, H ir2l, X ir2lq,
pY ir1l, Dr1l, Hr2l, Xr2lq, pY ir1l, Dr1l, Dir2l, Yr2lq, pY ir1l, Dr1l, Y ir2l, Dr2lq,
pDirl, Hrl, Hls, Dilsq, pDirl, Hrl, Xls, Ylsq,
pDirl, Hrl, Dls, H ilsq, pDirl, Hrl, X ils, Y ilsq,
pXrl, Yrl, Hls, Dilsq, pXrl, Yrl, Xls, Ylsq,
pXrl, Yrl, Dls, H ilsq, pXrl, Yrl, X ils, Y ilsq,
pH irl, Drl, Hls, Dilsq, pH irl, Drl, Xls, Ylsq,
pH irl, Drl, Dls, H ilsq, pH irl, Drl, X ils, Y ilsq,
pX irl, Y irl, Hls, Dilsq, pX irl, Y irl, Xls, Ylsq,
pX irl, Y irl, Dls, H ilsq, pX irl, Y irl, X ils, Y ilsq,
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pYrl, Hrl, Yls, Hlsq, pYrl, Hrl, Xls, Dilsq,
pYrl, Hrl, Dls, X ilsq, pYrl, Hrl, Y ils, H ilsq,
pDirl, Xrl, Yls, Hlsq, pDirl, Xrl, Xls, Dilsq,
pDirl, Xrl, Dls, X ilsq, pDirl, Xrl, Y ils, H ilsq,
pX irl, Drl, Yls, Hlsq, pX irl, Drl, Xls, Dilsq,
pX irl, Drl, Dls, X ilsq, pX irl, Drl, Y ils, H ilsq,
pY irl, H irl, Yls, Hlsq, pY irl, H irl, Xls, Dilsq,
pY irl, H irl, Dls, X ilsq, pY irl, H irl, Y ils, H ilsq,
pHrl, Xrl, Hls, Xlsq, pHrl, Xrl, Yls, Dilsq,
pHrl, Xrl, Dls, Y ilsq, pHrl, Xrl, H ils, X ilsq,
pDirl, Yrl, Hls, Xlsq, pDirl, Yrl, Yls, Dilsq,
pDirl, Yrl, Dls, Y ilsq, pDirl, Yrl, H ils, X ilsq,
pY irl, Drl, Hls, Xlsq, pY irl, Drl, Yls, Dilsq,
pY irl, Drl, Dls, Y ilsq, pY irl, Drl, H ils, X ilsq,
pH irl, X irl, Hls, Xlsq, pH irl, X irl, Yls, Dilsq,
pH irl, X irl, Dls, Y ilsq, pH irl, X irl, H ils, X ilsq,
para 1 ď r ă l ă s ď n,
pHls1 , Dils1 , Hls2 , Dils2q, pHls1 , Dils1 , Xls2 , Yls2q,
pHls1 , Dils1 , Dls2 , Hls2q, pHls1 , Dils1 , X ils2 , Y ils2q,
pXls1 , Yls1 , Hls2 , Dils2q, pXls1 , Yls1 , Xls2 , Yls2q,
pXls1 , Yls1 , Dls2 , Hls2q, pXls1 , Yls1 , X ils2 , Y ils2q,
pDls1 , Hls1 , Hls2 , Dils2q, pDls1 , Hls1 , Xls2 , Yls2q,
pDls1 , Hls1 , Dls2 , Hls2q, pDls1 , Hls1 , X ils2 , Y ils2q,
pX ils1 , Y ils1 , Hls2 , Dils2q, pX ils1 , Y ils1 , Xls2 , Yls2q,
pX ils1 , Y ils1 , Dls2 , Hls2q, pX ils1 , Y ils1 , X ils2 , Y ils2q,
pYls1 , Hls1 , Yls2 , Hls2q, pYls1 , Hls1 , Dls2 , X ils2q, pYls1 , Hls1 , Yls2 , H ils2q,
pXls1 , Dils1 , Xls2 , Dils2q, pXls1 , Dils1 , Dls2 , X ils2q, pXls1 , Dils1 , Yls2 , H ils2q,
pDls1 , X ils1 , Yls2 , Hls2q, pDls1 , X ils1 , Xls2 , Dils2q, pDls1 , X ils1 , Dls2 , X ils2q,
pY ils1 , H ils1 , Yls2 , Hls2q, pY ils1 , H ils1 , Xls2 , Dils2q, pY ils1 , H ils1 , Yls2 , H ils2q,
pHls1 , Xls1 , Hls2 , Xls2q, pHls1 , Xls1 , Dls2 , Y ils2q, pHls1 , Xls1 , H ils2 , X ilsq,
pYls1 , Dils1 , Yls2 , Dils2q, pYls1 , Dils1 , Dls2 , Y ils2q, pYls1 , Dils1 , H ils2 , X ilsq,
pDls1 , Y ils1 , Hls2 , Xls2q, pDls1 , Y ils1 , Yls2 , Dils2q, pDls1 , Y ils1 , Dls2 , Y ils2q,
pH ils1 , X ils1 , Hls2 , Xls2q, pH ils1 , X ils1 , Yls2 , Dils2q, pH ils1 , X ils1 , H ils2 , X ilsq,
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para 1 ď l ă s1 ă s2 ď n,
pHls, Dils, Dls, H ilsq, pHls, Dils, X ils, Y ilsq, pXls, Yls, Dls, H ilsq, pXls, Yls, X ils, Y ilsq,
pYls, Hls, Dls, X ilsq pYls, Hls, Y ils, Hlsq, pXls, Dils, Dls, X ilsq, pXls, Dils, Y ils, Hlsq,
pHls, Xls, Dls, Y ilsq, pHls, Xls, Hls, X ilsq, pYls, Dils, Dls, Y ilsq, pYls, Dils, Hls, X ilsq.
para 1 ď l ă s ď n.
Além disso, verifica-se que pδlqy0pA1, A2, A3, A4q “ 0 se pA1, A2, A3, A4q não é uma permu-
tação das quádruplas listadas acima.
Denotemos por
βpW ˚rsq :“ tHrs, Hrsi , Xrs, Xrsi , Y rs, Y rsi , Drs, Drsi u
a base de W ˚rs dual à base
βpWrsq :“ tHrs, H irs, Xrs, X irs, Yrs, Y irs, Drs, Dirsu
de Wrs tal que
HrspHrsq “ 1, Hrsi pH irsq “ 1, XrspXrsq “ 1, Xrsi pX irsq “ 1
Y rspYrsq “ 1, Y rsi pY irsq “ 1, DrspDrsq “ 1 e Drsi pDirsq “ 1.
Pelos cálculos de pδlqy0pA1, A2, A3, A4q “ 0 acima, podemos concluir que
pδlqy0 “ ´8α1 ´ 83α2 ´
8
3α3 ´
8
3α4 ´
8
3α5 ´
8
3α6 (4.23)
onde
α1 “
ÿ
1ďrălďn
Drli ^Hrl ^Xrl ^ Yrl `
ÿ
1ďrălďn
Hrli ^Drl ^Xrli ^ Y rli
`
ÿ
1ďlăsďn
H ls ^Dlsi ^X ls ^ Y ls `
ÿ
1ďlăsďn
Dls ^H lsi ^X lsi ^ Y lsi ,
α2 “
ÿ
1ďrălďn
Drli ^Hrl ^Hrli ^Drl `
ÿ
1ďrălďn
Drli ^Hrl ^Xrli ^ Y rli
`
ÿ
1ďrălďn
Xrl ^ Y rl ^Hrli ^Drl `
ÿ
1ďrălďn
Xrl ^ Y rl ^Xrli ^ Y rli
`
ÿ
1ďrălďn
Y rl ^Hrl ^Xrli ^Drl `
ÿ
1ďrălďn
Y rl ^Hrl ^ Y rli ^Hrli
`
ÿ
1ďrălďn
Drl ^Xrl ^Xrli ^Drl `
ÿ
1ďrălďn
Drl ^Xrl ^ Y rli ^Hrli
`
ÿ
1ďrălďn
Hrl ^Xrl ^ Y rli ^Drl `
ÿ
1ďrălďn
Hrl ^Xrl ^Hrli ^Xrli
`
ÿ
1ďrălďn
Drli ^ Y rl ^ Y rli ^Drl `
ÿ
1ďrălďn
Drli ^ Y rl ^Hrli ^Xrli ,
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α3 “
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Dr1li ^Hr1l ^Dr2li ^Hr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Dr1li ^Hr1l ^Xr2l ^ Y r2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Dr1li ^Hr1l ^Hr2li ^Dr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Dr1li ^Hr1l ^Xr2li ^ Y r2li
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1l ^ Y r1l ^Dr2li ^Hr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1l ^ Y r1l ^Xr2l ^ Y r2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1l ^ Y r1l ^Hr2li ^Dr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1l ^ Y r1l ^Xr2li ^ Y r2li
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Hr1li ^Dr1l ^Dr2li ^Hr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Hr1li ^Dr2l ^Xr2l ^ Y r2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Hr1li ^Dr1l ^Hr2li ^Dr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Hr1li ^Dr2l ^Xr2li ^ Y r2li
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1li ^ Y r1li ^Dr2li ^Hr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1li ^ Y r1li ^Xr2l ^ Y r2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1li ^ Y r1li ^Hr2li ^Dr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1li ^ Y r1li ^Xr2li ^ Y r2li
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Y r1l ^Hr1l ^ Y r2l ^Hr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Yr1l ^Hr1l ^Xr2li ^Dr2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Y r1l ^Hr1l ^ Y r2li ^Hr2li `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Dr1li ^Xr1l ^Dr2li ^Xr2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Dr1li ^Xr1l ^Xr2li ^Dr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Y r1l ^Hr1l ^ Y r2li ^Hr2li
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1li ^Dr1l ^ Y r2l ^Hr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1li ^Dr1l ^Dr2li ^Xr2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Xr1li ^Dr1l ^Xr2li ^Dr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Y r1li ^Hr1li ^ Y r2l ^Hr2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Y r1li ^Hr1li ^Dr2li ^Xr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Y r1li ^Hr1li ^ Y r2li ^Hr2li
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Hr1l ^Xr1l ^Hr2l ^Xr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Hr1l ^Xr1l ^ Y r2li ^Dr2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Hr1l ^Xr1l ^Hr2li ^Xr2li `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Dr1li ^ Y r1l ^Dr2li ^ Y r2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Dr1li ^ Y r1l ^ Y r2li ^Dr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Dr1li ^ Y r1l ^Hr2li ^Xr2li
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Y r1li ^Dr1l ^Hr2l ^Xr2l `
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Y r1li ^Dr1l ^Dr2li ^ Y r2l
`
ÿ
1ďr1ăr2ălďn
Y r1li ^Dr1l ^ Y r2li ^Dr2l,
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α4 “
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^Hrl ^H ls ^Dlsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^Hrl ^X ls ^ Y ls
`
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^Hrl ^Dls ^H lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^Hrl ^X lsi ^ Y lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Xrl ^ Y rl ^H ls ^Dlsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Xrl ^ Y rl ^X ls ^ Y ls
`
ÿ
1ďrălăsďn
Xrl ^ Y rl ^Dls ^H lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Xrl ^ Y rl ^X lsi ^ Y lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Hrli ^Drl ^H ls ^Dlsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Hrli ^Drl ^X ls ^ Y ls
`
ÿ
1ďrălăsďn
Hrli ^Drl ^Dls ^H lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Hrli ^Drl ^X lsi ^ Y lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Xrli ^ Y rli ^H ls ^Dlsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Xrli ^ Y rli ^X ls ^ Y ls
`
ÿ
1ďrălăsďn
Xrli ^ Y rli ^Dls ^H lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Xrli ^ Y rli ^X lsi ^ Y lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Y rl ^Hrl ^ Y ls ^H ls `
ÿ
1ďrălăsďn
Y rl ^Hrl ^X ls ^Dlsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Y rl ^Hrl ^Dls ^X lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Y rl ^Hrl ^ Y lsi ^H lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^Xrl ^ Y ls ^H ls `
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^Xrl ^X ls ^Dlsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^Xrl ^Dls ^X lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^Xrl ^ Y lsi ^H lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Xrli ^Drl ^ Y ls ^H ls `
ÿ
1ďrălăsďn
Xrli ^Drl ^X ls ^Dlsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Xrli ^Drl ^Dls ^X lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Xrli ^Drl ^ Y lsi ^H lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Y rli ^Hrli ^ Y ls ^H ls `
ÿ
1ďrălăsďn
Y rli ^Hrli ^X ls ^Dlsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Y rli ^Hrli ^Dls ^X lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Y rli ^Hrli ^ Y lsi ^H lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Hrl ^Xrl ^H ls ^X ls `
ÿ
1ďrălăsďn
Hrl ^Xrl ^ Y ls ^Dlsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Hrl ^Xrl ^Dls ^ Y lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Hrl ^Xrl ^H lsi ^X lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^ Y rl ^H ls ^X ls `
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^ Y rl ^ Y ls ^Dlsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^ Y rl ^Dls ^ Y lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Drli ^ Y rl ^H lsi ^X lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Y rli ^Drl ^H ls ^X ls `
ÿ
1ďrălăsďn
Y rli ^Drl ^ Y ls ^Dlsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Y rli ^Drl ^Dls ^ Y lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Y rli ^Drl ^H lsi ^X lsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Hrli ^Xrli ^H ls ^X ls `
ÿ
1ďrălăsďn
Hrli ^Xrli ^ Y ls ^Dlsi
`
ÿ
1ďrălăsďn
Hrli ^Xrli ^Dls ^ Y lsi `
ÿ
1ďrălăsďn
Hrli ^Xrli ^H lsi ^X lsi ,
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ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1 ^Dls1i ^H ls2 ^Dls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1 ^Dls1i ^X ls2 ^ Y ls2
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1 ^Dls1i ^Dls2 ^H ls2 `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1 ^Dls1i ^X ls2i ^ Y ls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1 ^ Y ls1 ^H ls2 ^Dls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1 ^ Y ls1 ^X ls2 ^ Y ls2
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1 ^ Y ls1 ^Dls2 ^H ls2 `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1 ^ Y ls1 ^X ls2i ^ Y ls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^H ls1 ^H ls2 ^Dls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^H ls1 ^X ls2 ^ Y ls2
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^H ls1 ^Dls2 ^H ls2 `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^H ls1 ^X ls2i ^ Y ls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1i ^ Y ls1i ^H ls2 ^Dls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1i ^ Y ls1i ^X ls2 ^ Y ls2
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1i ^ Y ls1i ^Dls2 ^H ls2 `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1i ^ Y ls1i ^X ls2i ^ Y ls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Y ls1 ^H ls1 ^ Y ls2 ^H ls2 `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Y ls1 ^H ls1 ^Dls2 ^X ls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Y ls1 ^H ls1 ^ Y ls2 ^H ls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1 ^Dls1i ^X ls2 ^Dls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1 ^Dls1i ^Dls2 ^X ls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
X ls1 ^Dls1i ^ Y ls2 ^H ls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^X ls1i ^ Y ls2 ^H ls2 `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^X ls1i ^X ls2 ^Dls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^X ls1i ^Dls2 ^X ls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Y ls1i ^H ls1i ^ Y ls2 ^H ls2
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Y ls1i ^H ls1i ^X ls2 ^Dls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Y ls1i ^H ls1i ^ Y ls2 ^H ls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1 ^X ls1 ^H ls2 ^X ls2 `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1 ^X ls1 ^Dls2 ^ Y ls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1 ^X ls1 ^H ls2i ^X lsi `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Y ls1 ^Dls1i ^ Y ls2 ^Dls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Y ls1 ^Dls1i ^Dls2 ^ Y ls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Y ls1 ^Dls1i ^H ls2i ^X lsi
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^ Y ls1i ^H ls2 ^X ls2 `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^ Y ls1i ^ Y ls2 ^Dls2i
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
Dls1 ^ Y ls1i ^Dls2 ^ Y ls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1i ^X ls1i ^H ls2 ^X ls2
`
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1i ^X ls1i ^ Y ls2 ^Dls2i `
ÿ
1ďlăs1ăs2ďn
H ls1i ^X ls1i ^H ls2i ^X lsi ,
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ÿ
1ďlăsďn
H ls ^Dlsi ^Dls ^H lsi `
ÿ
1ďlăsďn
H ls ^Dlsi ^X lsi ^ Y lsi
`
ÿ
1ďlăsďn
X ls ^ Y ls ^Dls ^H lsi `
ÿ
1ďlăsďn
X ls ^ Y ls ^X lsi ^ Y lsi
`
ÿ
1ďlăsďn
Y ls ^H ls ^Dls ^X lsi `
ÿ
1ďlăsďn
Y ls ^H ls ^ Y lsi ^H ls
`
ÿ
1ďlăsďn
X ls ^Dlsi ^Dls ^X lsi `
ÿ
1ďlăsďn
X ls ^Dlsi ^ Y lsi ^H ls
`
ÿ
1ďlăsďn
H ls ^X ls ^Dls ^ Y lsi `
ÿ
1ďlăsďn
H ls ^X ls ^H ls ^X lsi
`
ÿ
1ďlăsďn
Y ls ^Dlsi ^Dls ^ Y lsi `
ÿ
1ďlăsďn
Y ls ^Dlsi ^H ls ^X lsi .
4.5.3 Provando que ν não é nula
Podemos reescrever a igualdade (4.23) para o caso l “ 1 como um somatório
de termos da forma
λA1 ^ A2 ^ A3 ^ A4 (4.24)
onde
λ “ ´8 ou ´ 83
e os pares pA1, A2q e pA3, A4q pertencem à mesma linha da tabela:
pH1s1 , D1s1i q, pX1s2 , Y 1s2q pD1s3 , H1s3q, pX1s4i , Y 1s4i q
pY 1s1 , H1s1q, pX1s2 , D1s2i q pD1s3 , X1s3q, pY 1s4i , H1s4i q
pH1s1 , X1s1q, pY 1s2 , D1s2q pD1s3 , Y 1s3i q, pH1s4i , X1s4i q
para 1 ă s1, s2, s3, s4 ď n.
Assim, utilizando o Lema 4.5.1, mostraremos que
pδ1q2pn´1qy0 “ c1ν12 ^ ν13 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ν1n (4.25)
onde c1 é um número real positivo e
ν1s :“ H1s ^X1s ^ Y 1s ^D1s ^H1s ^X1s ^ Y 1s ^D1s, s “ 2, . . . , n.
Lema 4.5.1. Se pA1, A2q, pA3, A4q, pA5, A6q e pA7, A8q pertencem à tabela
pH ls, Dlsi q, pX ls, Y lsq pDls, H lsq, pX lsi , Y lsi q
pY ls, H lsq, pX ls, Dlsi q pDls, X lsq, pY lsi , H lsi q
pH ls, X lsq, pY ls, Dlsq pDls, Y lsi q, pH lsi , X lsi q
(4.26)
para 1 ď l ă s ď n fixos, então A1 ^ A2 ^ A3 ^ A4 ^ A5 ^ A6 ^ A7 ^ A8 é uma 8-forma
nula em Ty0N ou igual a
νls :“ H ls ^X ls ^ Y ls ^Dls ^H ls ^X ls ^ Y ls ^Dls
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Esboço de Demonstração: Se µ :“ A1 ^ A2 ^ A3 ^ A4 ^ A5 ^ A6 ^ A7 ^ A8 não é nula,
verifica-se que dentre os quatro pares ordenados pt :“ pA2t´1, A2tq, t “ 1, 2, 3, 4, dois deles
pertencem à mesma linha e coluna enquanto os outros dois devem pertencer à uma coluna
diferente destes primeiros mas também na mesma linha. Com isso, temos 9 possíveis
escolhas de pt para os quais µ ‰ 0. Utilizando-se as propriedades básicas do produto cunha
^, verifica-se que em cada uma destas possibilidades µ deve ser igual à νls.
Sabendo que os termos de pδ1qy0 são da forma (4.24), podemos concluir (nova-
mente utilizando as propriedades básicas do produto cunha) que pδ1q2pn´1qy0 é uma soma de
8pn´ 1q-formas da forma
cµ12 ^ µ13 ^ ¨ ¨ ¨ ^ µ1n
onde c ą 0 e
µ1s “ A1 ^ A2 ^ A3 ^ A4 ^ A5 ^ A6 ^ A7 ^ A8
para certos pares ordenados pA1, A2q, pA3, A4q, pA5, A6q e pA7, A8q pertencentes à tabela
(4.26), para l “ 1. Assim, pelo Lema 4.5.1, podemos concluir que µ1s é igual a 0 ou à
8-forma ν1s. Com isso, pδ1q2pn´1qy0 é de fato como na igualdade (4.25).
Provaremos por indução em l que, para todo l “ 1, . . . , n´1, a forma alternada
pδ1q2pn´1qy0 ^ pδ2q2pn´2qy0 ^ ¨ ¨ ¨ ^ pδlq2pn´lqy0
é da forma
cν12 ^ ν13 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ν1n ^ ν23 ^ ν24 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ν2n ^ ¨ ¨ ¨ ^ νl,l`1 ^ ¨ ¨ ¨ ^ νln (4.27)
para algum c ą 0. Em particular, podemos concluir que
ν “ pδ1q2pn´1qy0 ^ pδ2q2pn´2qy0 ^ ¨ ¨ ¨ ^ pδn´1q2y0
é uma forma volume no espaço vetorial Ty0 N . O caso base (l=1) foi verifcado acima.
Observemos que, pela igualdade (4.23), pδlqy0 é um somatório de 4-formas µ
tais que
νrl ^ µ “ 0,
para algum r satisfazendo 0 ď r ă l ă n, ou
µ “ cA1 ^ A2 ^ A3 ^ A4
para certos pares ordenados pA1, A2q e pA3, A4q pertencentes à mesma linha da tabela
pH ls1 , D1s1i q, pX ls2 , Y 1s2q pDls3 , H ls3q, pX ls4i , Y ls4i q
pY ls1 , H ls1q, pX ls2 , Dls2i q pDls3 , X ls3q, pY ls4i , H ls4i q
pH1s1 , X ls1q, pY ls2 , Dls2q pDls3 , Y ls3i q, pH ls4i , X ls4i q
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para l ă s1, s2, s3, s4 ď n.
Segue daí que pδlq2pn´lqy0 é um somatório de 8pn´ lq-formas η tais que
νrl ^ η “ 0,
para algum r tal que 1 ď r ă l, ou
η “ ηl,l`1 ^ ηl,l`2 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ηln,
com ηls sendo uma 8-forma da forma
A1 ^ A2 ^ A3 ^ A4 ^ A5 ^ A6 ^ A7 ^ A8 (4.28)
para certos pares ordenados pA1, A2q, pA3, A4q, pA5, A6q e pA7, A8q pertencentes à tabela
(4.26). Pelo Lema 4.26, as 8-formas da forma (4.28) são iguais a νls. Assim, supondo como
hipótese de indução que
pδ1q2pn´1qy0 ^ pδ2q2pn´2qy0 ^ ¨ ¨ ¨ ^ pδl´1q2pn´l`1qy0 “
“ c1ν12 ^ ν13 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ν1n ^ ν23 ^ ν24 ^ ¨ ¨ ¨ ^ ν2n ^ ¨ ¨ ¨ ^ νl´1,l ^ ¨ ¨ ¨ ^ νl´1,n
para algum c1 ą 0, podemos concluir que
pδ1q2pn´1qy0 ^ pδ2q2pn´2qy0 ^ ¨ ¨ ¨ ^ pδl´1q2pn´l`1qy0 ^ pδlq2pn´lq
é da forma (4.27). Como queríamos demonstrar.
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